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摘 要

相对论重离子对撞机 RHIC 束流能量扫描计划的主要目标是探索 QCD 相结构
并寻找 QCD 相变临界点在相图中的位置。QCD 相变临界点是一级相变线的终点，
其重要的特征是关联长度发散。我们通过感受系数 (Susceptibilities)的比值对碰撞能
量的非单调行为来寻找相变点。这个非单调的行为暗示着随着碰撞能量变化碰撞产
生的热密物质穿过临界区域，从而受到临界涨落的影响。感受系数和守恒荷多重数分
布的累积量相关。当将感受系数与累积量联系起来时，会出现一个体积项，这使得很
难比较不同的碰撞系统和碰撞中心度的感受系数, 而且在相对论重离子对撞中，通常
很难知道系统的体积，所以用感受系数的比值来消除体积项，在实验上，感受系数的
比值就等于守恒荷累积量的比值。

我们需要选择合适的守恒荷，在之前的研究中，净电荷、净重子数和净奇异数这
三个守恒荷分别被净电荷、净质子数和净 K 介子数代表。然而，在相对论重离子碰
撞中，由于 Lambda 的加入，净 (Lambda+Kaon) 多重数分布的累积量对净奇异数
感受系数更加敏感。因此，它可以用来寻找 QCD 相变临界点，还可以研究 QCD 相
图的化学冻出参数的味道依赖。本论文首次使用 (Lambda+Kaon) 来代表净奇异数
并测量其多重数分布的的累积量。

本论文使用 STAR 实验组在 2018 年采集的碰撞能量为 √
sNN=27 GeV 的金核

+ 金核实验数据测量了净 (Lambda+Kaon) 的高阶 (1 至 4 阶) 累积量以及它们的比
值。在分析中对于 Lambda 粒子、K 介子和它们的反粒子，我们选取的相空间是横
向动量区间为 0.4 到 1.6GeV/c 且快度区间为 |y|<0.5。

在计算净 (Lambda+Kaon)的高阶累积量之前，首先要对数据进行筛选从而挑选
出好的对撞事例样本，之后就要对事例中的 K介子和 Lambda粒子进行鉴别与重建。
鉴别出粒子之后就可以计算净 (Lambda+Kaon)的累积量，但是由于涉及到探测器的
效率问题，也就是从探测器读取到的粒子数并不是每个碰撞事例中实际产生的粒子
数，因此需要对探测器效率做一个修正，最近广泛使用的效率修正方法是 track-by-
track 方法，即对每一条径迹的效率单独进行修正，这种方法的好处是由于探测器的
效率是中心度、横动量等变量的函数，因此对不同的径迹用与之对应的效率可以更精
确地做效率修正。这种方法的思想是如果一个事例实际产生 N个粒子，那么探测器探
测到的粒子数 n服从二项分布 Bp,N(n)，其中 p是探测器的效率。利用这个关系发现
探测到的粒子数与实际产生的粒子数的阶乘累积量之间的关系为 κm(n) = pmκm(N)，
我们就是利用阶乘累积量之间的关系进行效率修正。

对每个确定的中心度，碰撞参数不是一个确定的值而是一个范围，即每个中心度
对应的碰撞参数有一个宽度，这导致即使中心度相同的事例的初始碰撞几何也可能
不同，这就是所谓的中心度宽度效应。为了抑制这种划分中心度时人为引入的效应，
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我们首先计算单个 RefMult2 的累积量的值，然后以事例数为权重，计算在各个中心
度区间的累积量的加权平均值，以获得每个中心度内累积量的值，这种方法称为中心
度宽度修正。之后我们又对统计误差和系统误差做了估计，估计统计误差时用到了
Bootstrap 方法, 这种方法是从现有的样本中得出关于总体特征的结论。
同时我们还用 UrQMD 模型计算了不同碰撞能量下净 (Lambda+Kaon) 的累积

量，UrQMD 模型是一种微观输运模型。在这个时空演化模型中，包括了强子之间的
传播、再散射以及弦激发，但没有介质修正效应。该模型可以作为重离子碰撞中各种
可观测量的基线。

由此我们得到净 (Kaon+Lambda) 的前四阶累积量，C1 随参与碰撞的粒子数平
均值的增加整体上呈线性增加，且其值为正值，这表明净 Kaon 的产额比净 Lambda
的产额要多，说明此时奇异介子占支配地位，这明显与 UrQMD 的结果不相符, 这种
差异可能是由于 UrQMD 模型中的高质量共振粒子衰变产额与实验数据不一致引起
的，在 UrQMD 模型事例中包含了高质量共振态的衰变道。
累积量是与系统体积成正比的广延量，体积效应主导了累积量的值。为了消除体

积效应，我们计算了累积量的比值，C2/C1 对碰撞中心度没有特别强的依赖关系，这
是由于累积量的比值不是体积的函数。同时我们也把实验数据与 UrQMD 的计算结
果进行了比较，可以看出 C1/C2 的实验结果与 UrQMD的计算结果不能很好地符合。
同样，C3/C2 和 C4/C2 的值也显示出对碰撞中心度很弱的依赖关系。

本论文首次用两个粒子的组合代表净守恒荷，结合已有的 track-by-track 方法进
行效率修正，计算了

√
sNN=27 GeV 金核 + 金核碰撞中净 (Lambda+Kaon) 数的累

积量，同时也做了中心度宽度修正，并估算了统计误差和系统误差。还用 UrQMD模
型计算了不同碰撞能量下的累积量作为基线。由此构建了一个完整的分析框架，利
用这个框架可以计算任意多个粒子组合的累积量，并且可以直接用来分析其它碰撞
系统的高阶累积量。用这个方法分析其它粒子组合以及其它碰撞能量的高阶累积量，
对寻找 QCD 相变临界点具有一定的意义。

关键词: 累积量；QCD 相变临界点；净 (Lambda+Kaon) 数；Lambda 重建
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ABSTRACT

The main goal of the RHIC beam energy scan program is to explore the QCD phase
diagram and search for the location of the QCD Critical Point. The QCD critical point
is the end point of a first-order phase transition line, and at the critical point the length
diverges. We search for the critical point by studying the non-monotonic behavior of
the ratio of susceptibilities with respect to collision energy. This non-monotonic be-
havior suggests that as the collision energy varies, the hot dense matter produced in
the collision passes through the critical region and is influenced by critical fluctuations.
Susceptibilities are related to the cumulants of the conserved charge multiplicity dis-
tribution. When relating the susceptibilities to the cumulants, a volume term appears,
making it difficult to compare different collision systems and centralities. Moreover, in
relativistic heavy-ion collisions, it is often difficult to determine the system’s volume.
Therefore, we use the ratio of susceptibilities to eliminate the volume term, which is
equal to the ratio of cumulants of conserved charges in experiments.

We need to choose the appropriate conserved charges. In previous studies, the
net charge, net baryon and net strangeness are the three conserved charges, and the
net charge, net proton number and net kaon number are considered to the prox-
ies respectively. However, in relativistic heavy-ion collisions, the cumulants of net
(Lambda+Kaon) multiplicity distribution is more sensitive to the net strangeness sus-
ceptibilities due to the presence of Lambda in the calculation. Therefore, it can be used
to search for the QCD critical point and study the flavor dependence of the chemical
freeze-out parameters in the QCD phase diagram. In this paper, for the first time,
using (Lambda+Kaon) to represent net strangeness and measuring the cumulants of
its multiplicity distribution.

This paper measures the higher-order cumulants (1 to 4th order) of net (Lambda+Kaon)
multiplicity distribution and their ratios with the data √

sNN = 27 GeV Au+Au colli-
sions with the STAR experiment taken in the year 2018. The Lambda, Kaon, and their
anti-particles are measured with transverse momentum between 0.4 and 1.6 GeV/c, and
rapidity |y|<0.5.

Before calculating the higher-order cumulants of net (Lambda+Kaon), it is necessary
to select a good sample of collision events by applying some analysis condition. Then,
the identification of K mesons and reconstruction of Lambda particles in the events
are performed. After identifying the particles, one can calculate the cumulants of net
(Lambda+Kaon). However, due to the efficiency of the detectors, which refers to the
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number of particles detected by the detectors not being equal to the actual number
of particles produced in each collision event, a correction for detector efficiency is
needed. The widely used method for efficiency correction recently is the track-by-track
method, where the efficiency of each track is individually corrected. The advantage of
this method is that the efficiency of the detector depends on variables such as centrality
and transverse momentum. Therefore, using the corresponding efficiency for each track
allows for a more accurate efficiency correction. The idea behind this method is that if
an event actually generates N particles, then the number of particles detected by the
detector, n, follows a Binomial distribution, denoted as Bp,N(n), where p is the detector
efficiency. It is found that the factorial cumulants between the detected particle number
and the generated particle number are related as κm(n) = pmκm(N). Thus, we use
this relationship to correct for efficiency.

For each specific centrality, the collision parameter is not a fixed value but rather a
range. In other words, each centrality corresponds to a width of collision parameters.
This means that even events with the same centrality can have different initial collision
geometries, referred to as centrality bin width effect. To suppress the artificial effects
introduced when dividing the centrality, we first calculate the value of the cumulants
for unit bin in the multiplicity distribution that is used for centrality class. Then, using
the event number as weights, we calculate the weighted average of the cumulants in
each centrality interval to obtain the value of the cumulants within each centrality. This
method is called centrality bin width correction. Afterwards, we estimate the statistical
and systematical uncertainties. In estimating the statistical uncertainty, we employ the
Bootstrap method which derives conclusions about population characteristics from the
existing samples.

As a result, we obtain the cumulants up to the fourth order for net (Kaon+Lambda).
C1 increases linearly with increasing average number of participant overall, and its
value is positive. This indicates that the yield of net Kaon is higher compared to
net Lambda, suggesting the dominance of strange mesons. This is clearly inconsistent
with the results from the UrQMD model, and this discrepancy may be caused by the
disagreement between the decay yields of high-mass resonance particles in the UrQMD
model and experimental data. The decay channels of high-mass resonances are included
in the UrQMD model events.

The cumulants are extensive quantities proportional to the system volume, and the
volume effect dominates the value of the cumulants. In order to eliminate the volume
effect, we calculate the ratio of the cumulants, C2/C1, which have a weak dependence
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on the collision centrality. This is because the ratio of the cumulants is not a function of
volume. At the same time, we also compared the experimental data with the calculated
results from UrQMD and found that the experimental results of C1/C2 do not agree
well with the calculated results from UrQMD. Similarly, the values of C3/C2 and C4/C2

also show a weak dependence on the collision centrality.
This paper presents the net conserved charge for the first time using a combination

of two particles, and uses the existing track by track method for efficiency correction.
The cumulants of the net (Lambda+Kaon) number with the data √

sNN = 27 GeV
Au+Au collisions with STAR taken in the year 2018 is calculated, and the centrality bin
width correction is also performed, and statistical and systematical uncertainties are
estimated. The UrQMD model was also used to calculate the cumulants under different
collision energies as the baseline. A complete analysis framework has been constructed,
which can be used to calculate the cumulants of any combination of multiple particles
and can be directly used to analyze the high-order cumulants of other collision systems.
Using this method to analyze the high-order cumulants of other particle combinations
and other collision energies is of certain significance for finding the critical point of
QCD phase transition.

Key words: Cumulants; QCD Critical Point; Net-(Lambda+Kaon); Lambda recon-
struction
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第一章 研究背景

人类的好奇心是推动科学发展的动力之一，我们每个人都好奇宇宙从何而来又去

往何方。现在主流的观点是宇宙起源于大约 138亿年前的一次大爆炸，在宇宙诞生后
时间和空间开始有意义，之后极短的时间内，发生过一次暴胀，暴胀期间宇宙的温度

下降 [1]。

暴胀结束后，宇宙的膨胀速度减缓，宇宙中的能量开始转化为物质，参与强作用

的夸克与胶子和参与电弱作用的轻子此时开始出现，此时宇宙非常炽热，是充满物质

和辐射的“粒子汤”，这是一种由夸克和胶子组成的等离子体，叫做夸克胶子等离子

体 (Quark Gluon Plasma:QGP)。之后随着宇宙的演化，夸克胶子等离子体开始强子
化形成重子和介子，大量的介子会在很短的时间内衰变掉 [2]。

之后质子和中子结合形成原子核，这个过程持续一段时间因温度过低而停止，此

时形成的元素都是较轻的元素。元素周期表中的其它较重的元素则需要在亿万年的

宇宙演化过程中通过恒星燃烧、超新星爆发、中子星合并等过程慢慢合成，但它们仍

然只占宇宙中微不足道的一小部分 [1]。

图 1.1: 大爆炸后宇宙演化的各个阶段示意图 [3]。

图1.1大爆炸后宇宙演化的各个阶段示意图，横向从左到右表示宇宙演化的时间，
扇形张开的面积表示宇宙膨胀的体积。
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从宇宙演化的图像我们知道，在宇宙刚刚诞生的早期大约百万分之一秒的量级内，

由于极端高温高密的条件，宇宙中存在第五种物质形态——夸克胶子等离子体。物质

的存在形式除了我们日常生活中常见的固态、液态、气态三态外还存在第四种形态即

等离子体，它是由部分电子被剥夺后的原子及原子团被电离后产生的正负离子组成

的离子化气体状物质，其主要成分是电子、带正电荷的离子和少量带负电荷的离子，

以及一定数量的中性气体分子，虽然是由各种带正负电荷的粒子组成但总体上正负

电荷相等，因此被称为等离子体。我们在地球上看到的闪电、极光就是等离子 [2]。

等离子体是在原子层面上将原子的部分电子剥离，作为类比我们很容易想到，原

子核与电子之间通过电磁相互作用结合在一起，既然可以解除原子中原子核与电子

之间的束缚，让其形成等离子体，能不能用什么办法解除原子核中强子对其内部夸克

胶子的禁闭，让其成为夸克胶子等离子体。通过理论和实验研究人们发现如果提高温

度或者增加重子数密度可以产生夸克胶子等离子体。如前所述，在宇宙大爆炸开始后

的极短时间内满足极端高温高密的条件，那时产生过夸克胶子等离子体。因此研究夸

克胶子等离子体的性质，并研究夸克胶子等离子体相到强子相相变的相图对我们理

解宇宙的演化与星体的形成具有重要的意义。同时夸克胶子之间的相互作用用标准

模型中量子色动力学 (QCD) 来描述，研究夸克胶子等离子体的性质对标准模型的探
索与检验具有重要意义。

现在如果想要研究夸克胶子等离子体的性质，我们应该如何在地球上创造出它呢？

根据量子色动力学，正常状态下夸克是被囚禁在强子中的，只有当密度极大或者温度

极高时夸克才能解除禁闭形成夸克胶子等离子体。相对论重离子碰撞实验能帮我们

在地球上产生夸克胶子等离子体。在实验中重离子被加速到接近光速，由于洛伦兹收

缩，在运动方向上重离子的长度会变短，两个对撞的原子核被压缩成两个扁的饼状并

发生相互碰撞，产生夸克胶子等离子体。

2000 年位于美国布鲁克海文国家实验室 (BNL) 的相对论重离子对撞机 (RHIC:
Relativistic Heavy Ion Collider) 开始运行，它能够产生夸克胶子等离子体。STAR 是
RHIC上的大型实验之一。相对论重离子对撞机能量扫描 (RHIC BES)项目的目标之
一是探索 QCD 相图并寻找 QCD 相变临界点 [3]。

净守恒荷分布的 n 阶累积量是目前经常用来寻找 QCD 相变临界点的物理量，
本文将计算相对论重离子对撞能量扫描工程二期 (RHIC BESII ) 金核 + 金核 27
GeV(Run-19) 对撞能量下，净 Kaon、净 Λ 和净 (Kaon+Λ) 的前四阶累积量，并计算
各累积量之间的比值 [4]。

如之前所述，研究夸克胶子等离子体的性质对标准模型的探索与检验具有重要意

义。在这里我先简单地介绍一下粒子物理标准模型并介绍一下热力学，以此说明各阶

累积量与热力学量之间的联系。
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1.1 粒子物理标准模型

我们生活在五彩斑斓的宇宙中，大到恒星小到我们身边的一粒尘埃，从无生命的

岩石到我们人类自己，从色彩艳丽的极光到看不到的空气，它们都是由物质构成。这

些看似千差万别的事物有没有什么内在联系，我们设想一下，假设将它们进行分解，

是会像庄子说的那样“一尺之捶，日取其半，万世不竭。”还是在分到某个层次就不

能再分下去由此得到组成物质的基本成分。如果有组成物质的基本成分，这种基本成

分是一种还是几种，是一种类型的“砖块”还是几种不同类型的“砖块”构造出了我

们生活着的宇宙？千百年来人类对这个问题不停地思考与探索。

古希腊哲学家留基波和德谟克利特认为所有物质都是由一种看不见的微观粒子组

成，他把这种粒子称为原子，类似地中国古代哲学家惠施说“至大无外，谓之大一；

至小无内，谓之小一”，也认为存在不能再分的基本单元 [1]。之前这些理论大多是哲
学上的思考，直到 19 世纪初道尔顿等化学家的实验结果才对原子论给予实验支持。
但 1897 年汤姆逊发现了质量更小的电子，如果原子是不可再分的基本粒子显然不应
该存在质量更小的电子，于是研究又到了亚原子层面，之后卢瑟福通过 α 粒子轰击

金原子的实验证明原子核的存在，很明显原子核也不是基本粒子，因为不同的原子核

质量不同，最轻的原子核是普通的氢原子（相对于其同位素来说），而其他的原子核

质量几乎都是氢原子核质量的整数倍。人们很自然就会猜想其它原子核是不是由氢

原子核组成的，氢原子核就是质子。1932 年查德威克又发现了中子，质子和中子组
成原子核。根据狄拉克的相对论量子力学还应该存在带正电荷的电子，1932 年安德
森在宇宙线中发现了正电子。

之后又发现了各种介子如 π 介子和各种重子如 Λ 粒子等，还发现了许多寿命极

短的粒子——共振态，尤其随着对撞机的出现大量的共振态涌现出来，现在人们已经

发现了几百种粒子。如此多又杂乱无章的粒子被发现，使物理学家甚至不能记住它们

的名字。人们希望找到它们之间的规律甚至对其进行分类，就像门捷列夫画出一个元

素周期表一样，这样可以了解它们的性质，也便于查找 [5]。
但是很难想象几百种粒子都是基本粒子，大多数物理学家都认为这些粒子有的是

基本粒子有的是由基本粒子组成的复合粒子，比如费米杨振宁就曾经提出过费米-杨
模型，他们认为质子和中子是基本粒子，而 π+、π0 和 π− 可以由质子和中子构成。他

们产生这种想法是因为假设不考虑由于它们的电荷不同引起的电磁相互作用的不同，

质子和中子的性质非常相似，除电磁相互作用外它们之间的相互作用几乎是相同的，

质量也非常相近，这表明质子中子之间存在 SU(2) 对称性，所以也把这个模型称为
SU(2) 模型 [6]。
当然这个模型存在许多问题，比如这个模型提出来的时候还没有发现 Λ 粒子，当

Λ 粒子被发现后，人们发现该模型不能构造出 Λ 粒子。当然后来人们又发现质子和

中子并不是基本粒子，比如利用电子-质子弹性散射测量质子的电磁形状因子而得到

3
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质子具有电荷半径，这说明质子不是点粒子，而深度非弹性散射 (DIS) 实验表明在
大能量交换时，电子与质子的散射相当于电子与质子内部点粒子的“弹性散射”，这

说明质子具有内部结构。虽然随着对微观世界的不断探索以及实验数据的积累，费

米-杨模型以及由此推广而来的坂田模型被抛弃，但是这种对称性思想对夸克模型的
提出却有启发意义。

标准模型就是以夸克模型为结构载体，在弱电统一理论以及量子色动力学的基础

上逐步建立和发展起来的理论。它用来描述物质基本组成部分和它们之间的相互作

用。

基本粒子按自旋可以分为两类，一类是自旋为半整数的费米子，一类是自旋为整

数的玻色子。图1.2是标准模型中基本粒子示意图，图中左边的夸克和轻子是费米子，
它是组成物质的基本粒子；右侧的规范玻色子是传递相互作用的基本粒子。从图中可

以看出夸克有 6 种味道，他们两两配对，称为代。质量最小的，也是最稳定的称为第
一代，上夸克和下夸克是第一代，质量较大稳定性较差的依次称为第二代、第三代，

粲夸克和奇异夸克是第二代，顶夸克和底夸克是第三代 [7]。

图 1.2: 标准模型中基本粒子示意图 [7]。

强子是由夸克组成，分为重子和介子。三个夸克或三个反夸克组成的强子称为重

子，如质子、反质子和 Λ 粒子等; 一个夸克和一个反夸克组成的强子称为介子，如
π±、k± 等。现在宇宙中所有稳定的物质都是由第一代夸克组成，质子和中子构成原
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子核，原子核和电子构成的原子构成了稳定的物质世界。而质子和中子都是由第一代

夸克组成，其中质子由两个上夸克和一个下夸克构成而中子由一个上夸克和两个下

夸克构成。质子和中子都属于重子。其它较重的粒子很快会衰变成稳定的粒子。

与夸克类似，轻子也分为了三代，电子和电子中微子是第一代；µ 子和 µ 子中微

子是第二代；τ 子和 τ 子中微子是第三代。电子、µ 子和 τ 子都带一个单位负电荷，

且质量随着代数增加而增加，可以看到 µ 子和 τ 子质量已经相当大了，甚至超过了

许多夸克，之所以叫它们轻子并不是因为它们质量都很轻，而是它们不能像夸克那样

参与强相互作用，电子、µ 子和 τ 子参与电弱相互作用。现在中微子振荡实验证明不

同代之间中微子质量有差值，这就说明中微子有质量，至少也能说明至少有两种中微

子质量不为 0, 中微子质量很小，不带电荷，因此不能参与电磁相互作用，只能参与
弱相互作用 [6]。

这里所说的上夸克、下夸克是指夸克的味道，每种味道的夸克还有三种颜色，把

它们标记为红 (r) 绿 (g) 蓝 (b), 这里所说的颜色和我们生活中所见的颜色没有关系，
就像电荷数一样，只是标记夸克性质的一个新的量子数，虽然对于不同味道夸克的质

量不同，但对于同一味道不同颜色质量却相同。每种夸克还都有其反夸克，因此基本

粒子中夸克的种类共有 6(味道)×3(颜色)×2(反粒子)=36 种。而 6 种味道的轻子不携
带颜色，但都有反粒子，因此轻子的种类共有 6(味道)×2(反粒子)=12 种。

标准模型当然不能仅仅只是对粒子进行分类并描述各种粒子的基本组成成分，它

还要能描述粒子之间的相互作用。标准模型认为所有基本粒子之间的相互作用都是

通过交换规范玻色子来完成的。自然界中存在四种基本相互作用：强相互作用、电磁

相互作用、弱相互作用和引力相互作用。

我们最熟悉的是电磁相互作用，所有带电荷的粒子都能发生电磁相互作用，包括

所有的夸克和带电的轻子，电磁相互作用是通过交换光子实现的。我们日常生活中所

见到的相互作用大多是电磁相互作用。电磁相互作用的强度仅次于强相互作用，力程

为无穷远。

弱相互作用可以作用在所有夸克和轻子上，但是只能同代之间发生弱相互作用。

从名字可以看出弱相互作用的强度很弱，比强相互作用和电磁相互作用都弱。弱相互

作用的媒介粒子有 W+、W− 和 Z0，它们是有质量的，不像光子和胶子那样没有质

量。弱相互作用的力程很短只有 10−18m[1]。由于中微子只能参与弱相互作用 (引力
相互作用除外)，因此有中微子出现的反应一般都是弱相互作用的标志。

就像电磁相互作用作用在电荷上一样，强相互作用作用在色荷上，所有带色荷的

粒子即夸克和胶子都能发生强相互作用，因此强相互作用比电磁相互作用要复杂得

多，电磁相互作用中只有正负电荷而且传递相互作用的光子不带电荷，但是色荷有红

绿蓝三种、胶子更是有八种，胶子自身也带色荷因而胶子之间有自作用。强相互作用

的强度在所有相互作用中是最强的，将质子和中子结合在一起形成原子核的相互作
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用就是强相互作用，它显然要比电磁相互作用要强的多，因为质子都带正电，质子之

间的相互作用是排斥的，要想形成原子核，强相互作用就要比这个排斥力大。强相互

作用的力程小于 10−15m[1]，它限制在原子核内。
引力的强度是最弱的，在夸克尺度上引力要比其它三种相互作用弱很多，其力程

可以达到无限远。和其他相互作用比引力在粒子尺度上的效果可以忽略不计，但在天

文学领域中引力就会起重要作用，因为天体的质量很大。引力还没有纳入标准模型的

框架中，虽然由激光干涉仪引力波天文台 (LIGO) 合作组的工作，已经发现引力波存
在的证据，但是引力波还没有像电磁波那样被量子化，如果引力波能被量子化，那么

它将成为传播引力的载体，称为引力子 [2]。
从上面的讨论，结合图1.2, 我们做一个总结，基本粒子共有 36 种夸克，12 种轻

子，8 种传递强相互作用的胶子，3 种传递弱相互作用的玻色子，和 1 种传递电磁相
互作用的光子，以及与粒子质量起源有关的希格斯玻色子，总共 61 种。
本文所要研究的是夸克胶子等离子体到强子相变相图的结构，而在标准模型中描

述夸克胶子之间相互作用的理论是量子色动力学 (QCD), 下面我们对这个理论做一
个简单介绍。

1.2 量子色动力学 (QCD) 简介

量子色动力学 (QCD) 是描述夸克胶子间相互作用的理论，其拉氏量密度为 [6]:

LQCD = ψ̄(x)(i /D −m)ψ(x)− 1

4

(
F a,µvF a

µν

)
(1.1)

其中，
/D = γµDµ = γµ

(
∂µ − igT aAa

µ

)
,

F a
µν = ∂uA

a
v − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
v

(1.2)

1.1式中 ψ(x) 表示夸克场，是一个三分量列矢量，它的每个分量代表一个带有颜色的

夸克场，因为有三种颜色所以 ψ(x) 有三个分量，每一个分量自身都是一个四分量狄

拉克旋量；1.1和1.2式中重复的指标表示求和，fabc 是 SU(3) 群的结构常数，具有全
反对称性。T a = λa/2，λa 是盖尔曼矩阵，共有 8 个，SU(3) 群共有 8 个生成元，盖
尔曼矩阵是 SU(3) 群的生成元。Aa

µ 表示胶子场，由于 a 可以取 8 个不同的值，可以
看出共有 8 种胶子。g 是 SU(3) 规范荷，类似于量子电动力学中的电荷，它标记着夸
克场与胶子场之间的相互作用强度。在公式1.1中，ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) 表示夸克场

的动能项，1
4

(
F a,µvF a

µν

)
表示胶子场的动能项，ψ̄(x)gT aAa

µψ(x) 表示夸克胶子相互作

用项。gfabcAb
µA

c
v 项表示胶子胶子相互作用项。

从拉式量中可以看出存在夸克质量项但不存在胶子质量项，这说明夸克具有质量

而胶子的质量为零。可以从理论上预言胶子质量为 0，因为拉氏量要满足 SU(3) 规范
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对称性，而胶子的质量项会破坏这种对称性，甚至胶子场的引入也可以从规范对称性

得到，因为如果只存在夸克场，拉氏量不满足局域 SU(3)规范变换不变性，为了使其
满足而引入了胶子场，因此在理论中为了使 SU(3) 规范变换不变而引入的胶子场也
称为规范场。类似地在电磁相互作用和弱相互作用中引入的光子场和 W± 和 Z0 场

也称为规范场。

这里解释一下规范变换，以电磁相互作用的 U(1)规范变换为例，带电粒子如电子
的状态用波函数或者场 ψ 来描述，其物理意义如玻恩的几率波解释，|ψ(x)|2 为空间
的几率分布。如果 ψ 乘上一个相位因子 U=exp(iθ) 变为 exp(iθ)ψ，很明显电子的空
间几率分布在这个变换下没有改变，因此理论就要求在规范变换下波函数所遵守的

基本方程的形式没有改变，这就称为物理规律的规范对称性，将 ψ 乘上一个相位因

子的变换就叫规范变换, 其可以看做是 ψ(x) 乘以一个 1×1 的矩阵，表示为：

ψ(x) → Uψ(x), U †U = 1 (1.3)

这里 U=exp(iθ)，所有这样的矩阵组成的群是 U(1) 群，因此这种变换叫 U(1) 规范变
换。类似地对夸克场的变换矩阵组成的群是 SU(3) 群，所以量子色动力学满足的是
SU(3) 规范对称性。

我们注意到这里所说的 U=exp(iθ) 中的 θ 是一个常数，因而这种规范叫做整体规

范，如果 U=exp(iθ) 中的 θ 是时间和空间的函数，即 θ = θ(x), 这种规范叫做局域规
范，正是为了保持局域规范对称性我们必须引入规范玻色子。

夸克场和胶子场满足的 SU(3) 规范变换条件为：

ψ(x) → ψ′(x) = Uψ(x), U = exp (−iT aθa) (1.4)

Dµψ(x) → (Dµψ(x)
′ = UDµψ(x) (1.5)

因而胶子场的变换规则为:

T aAa
µ → U

(
T aAa

µ − i
g
U−1∂µU

)
U−1 (1.6)

可以证明拉式量1.1在 SU(3) 规范变换1.4和1.6下是不变的 [8]。

根据两次规范变换 U1 和 U2 是否可以交换可分为 Abel 规范和非 Abel 规范，即
满足 U1U2ψ = U2U1ψ 的称为 Abel 规范，U1U2ψ ̸= U2U1ψ 称为非 Abel 规范。U(1)
规范是 Abel规范而 SU(3)规范是非 Abel规范，这是由于 U(1)群的生成元是对易的
而 SU(3) 群的生成元是非对易的。非阿贝尔规范场的一个特点是拉式量包含规范场
的自相互作用项 [6]，它导致 QCD 中出现三胶子顶点和四胶子顶点 [9]。胶子之间的
非线性相互作用导致如下重要结果：
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• 渐进自由。QCD 在高能标度或者大动量转移时，跑动耦合常数 αs(q
2) 会变小，

当 q2 → ∞ 时 αs (|q2|) → 0，其跑动耦合常数可以表达为 q2 的函数 [5]，

αs

(∣∣q2∣∣) = 12π

(11nc − 2nf ) ln
(
|q2| /Λ2

QCD

) (∣∣q2∣∣≫ Λ2
QCD

)
(1.7)

其中，nc 表示夸克颜色的数目，nf 表示夸克味道的数目。

• 夸克、胶子色禁闭。这与自然界并没有发现孤立的带色夸克和胶子相符合。由
QCD 跑动耦合常数公式 1.7 可以看到当 q2 → Λ2

QCD 时 αs (|q2|) → ∞，即夸克
之间的相互作用变得无穷大以致夸克不能单独分离出来。

• 可以存在极端稠密的由退禁闭的夸克和胶子组成的物质形态——夸克胶子等离
子体 [9]。

夸克胶子色禁闭和渐进自由是 QCD 的两个重要性质。夸克胶子等离子体是由强
子相退禁闭而形成，研究夸克胶子等离子体相和强子相的相变曲线，绘制 QCD 相图
是 STAR 合作组能量扫描工程的重要物理目标，本文利用 STAR 2018 年 (Run-19)
采集的金核 + 金核碰撞能量为 27 GeV 每核子对的数据分析净-(K+Λ) 的累积量与累
积量的比值，这是寻找夸克胶子等离子体相到强子相相变临界点的非常有效的物理

量。下面介绍一下相对论重离子碰撞的物理图像以及如何用累积量寻找 QGP 相到强
子相相变临界点。

1.3 相对论重离子碰撞

前面介绍过，在地球上人类可以通过相对论重离子碰撞的方法获得夸克胶子等离

子体并研究它的性质。相对论重离子碰撞被称为“小爆炸”，能够产生极高的温度、极

强的磁场，对物理学的研究有重要的作用 [10]。
相对论重离子碰撞是将重离子加速到接近光速，由于洛伦兹收缩，在运动方向即

纵向上重离子的长度会变短，两个对撞的原子核就像两个圆盘相互碰撞 [11]。由于两
个核都由许多核子组成，因此每个核子都有可能与多个核子发生碰撞，碰撞中核子损

失能量，一个核子与多个核子发生碰撞因此会有大量的能量沉积在碰撞区，这叫做核

阻止效应，它与夸克胶子等离子体的形成有关 [12]。对于一个沿 z 轴运动的粒子，根
据快度公式1.8和赝快度公式1.9：

y =
1

2
ln
E + pz
E − pz

(1.8)

η =
1

2
ln
p+ pz
p− pz

(1.9)
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由于核阻止效应粒子的纵向动量会变小，无论是 (E+pz)/(E−pz)还是 (p+pz)/(p−pz)
都会更倾向于接近 1，即快度和赝快度都更倾向于接近 0，因此核阻止效应可以看做
是入射核子的快度和赝快度分布向中间快度和赝快度区间漂移的过程。所以我们会

看到末态粒子在中心快度区的产额会很高，末态粒子的快度分布提供了核阻止效应

的信息 [10]。
由于在质心附近沉积了大量能量，因此高能核核碰撞提供了一种能够产生非常高

能量密度区域的方法，其碰撞中心区域可能形成夸克胶子等离子体。由于碰撞的次数

越多沉积的能量越大，而碰撞的次数取决于重离子核的厚度，因此选用原子质量数更

大的原子核更有可能产生夸克胶子等离子体 [12]。
当然核子损失的能量大小也依赖于碰撞能量，所以 STAR 有能量扫描工程。当每

个核子的能量为几 GeV 到几十 GeV 时，碰撞的核子相互阻止可以达到非常高的重
子数密度，当能量更高时，参与碰撞的核子相互穿透，在碰撞的中心区会形成高温度

且低重子密度的物质。RHIC 能量扫描工程金核 + 金核碰撞的能量有 7.7 GeV、11.5
GeV、14.6 GeV、19.6 GeV、27 GeV、62.4 GeV、200 GeV等，本文主要分析了 STAR
采集的金核 + 金核碰撞能量为 √

sNN=27 GeV (Run-19) 的数据。

图 1.3: 相对论重离子碰撞过程中时空演化图像示意图 [13]。

图1.3是相对论重离子碰撞过程中时空演化图像示意图，两个加速到接近光速的重
离子发生碰撞，当两个核在 (z,t)=(0,0)点发生碰撞后，如果中心快度区的能量密度足

9
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够高可以形成夸克胶子等离子体，在最初的一段时间内等离子体没有达到热平衡，这

段时间称为预平衡阶段，经过一段时间的演化，在固有时 τ0 时达到局域热平衡，这

个时间尺度大约是 1fm/c，其后夸克胶子等离子体根据流体力学的规律演化，当夸克
胶子等离子体膨胀时温度下降，并且在随后的某个固有时刻等离子体发生强子化，当

温度降到冻结温度以下时强子从碰撞区域冻出。

我们知道夸克胶子等离子体存在的时间非常短，大约在 1fm/c 的时间之内，之后
就从 QGP 相变成强子相。在如此短的时间内我们不能对 QGP 进行观测，探测器只
能观测到强子化后的强子的信息，我们就要根据探测到的强子的信息来研究相变曲

线，并找到相变临界点。

1.4 寻找 QCD 相图中相变临界点的方法及研究现状

相对论重离子对撞机能量扫描 (RHIC BES) 项目的目标之一是探索 QCD 相图并
寻找 QCD 相变临界点。净守恒荷分布的 n 阶累积量是目前经常用来寻找 QCD 相变
临界点的方法 [4, 14-15]。

图 1.4: T(温度)-µ(化学势) 平面的 QCD 相图示意图 [16]。
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图1.4是 T(温度)-µ(化学势)平面的 QCD相图示意图。可以看出，存在一条以 T=0,
µ=0为中心的扇形弧线，在扇形以内是夸克禁闭的强子相，在扇形弧线以外是退禁闭
的夸克胶子等离子体相，这条弧线是一阶相变 (first order phase transition) 曲线，可
以看出这条曲线并没有闭合，即在高重子化学势时两相之间的相变是一阶相变，在极

低化学势时两相之间的相变是平滑过渡 (Crossover),在这两种相变之间必然存在着一
个一阶相变终止的点，即临界终止点 (critical end point), 也叫临界点。现在这个点的
位置还没确定，本文所做的工作可以用来从实验上寻找这个临界点。

从热力学与统计力学我们知道，相变的产生是物质内部粒子之间相互作用与粒子

自身热运动竞争的结果。如果粒子之间没有相互作用系统便只能永远处于无序态，同

样如果没有热运动，系统则必定在其内部作用下形成有序态，这两种情况都不可能产

生相变。实际上，物质内部的相互作用总是倾向于使系统趋于某种有序，而热运动则

倾向于破坏有序，两种作用相互竞争便可在适当条件下产生由一个相到另一个相的

转变 [17]。
为了便于理解我们以大家熟悉的水的相变为例解释一下。图1.5是 P(压强)-T(温

图 1.5: P(压强)-T(温度) 平面中水的相图示意图, 本图片来自网络。

度) 平面中水的相图示意图, 从图中可以看出在低温高压时水是固相，随着温度升高
水为液相，温度很高压强很低时水是气相。在每个相内部温度和压强是两个独立的物

理量，但在相变曲线上温度和压强满足一定的函数关系，二者不是独立的。水从固相

到气相的相变称为升华，相变曲线称为升华曲线；水从固相到液相的相变称为熔解，
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相变曲线称为熔解曲线；水从液相到气相的相变称为汽化，相变曲线称为汽化曲线

[18]。在相变曲线上两相可以平衡共存。可以看到，在图中升华曲线、熔解曲线和汽
化曲线交于一点，这个点称为三相点，在三相点上固液气三相可以平衡共存 [18]。
相变研究的一个基本任务是测定相图，就是找出在给定的温度 T、压强 P 和体积

V 下物质处于哪种相，并确定相边界。从日常生活经验中我们知道，在常压下，即图
中 101 kPa 时，当温度低于 0 ◦C 时，水处于固态也就是冰，保持压强不变，升高温
度，到达 0 ◦C 时水吸热但温度不变，吸收的热量用于熔化冰，这部分热量是相变潜
热，此时处于固液共存阶段，当冰全部汽化，温度会继续升高，此时全部变成液相也

就是水，当继续加热到 100 ◦C 时水开始汽化，同样由于相变潜热水吸收热量但温度
不升高直到全部汽化成水蒸气。

我们很自然地会想到一个问题，汽化曲线会随着温度的升高和压强的变大一直延

伸还是到某一个位置停止。人们知道对液态物质加热最终都会变成气态物质，但压强

不同时这种变化有什么差别，即在 P-T 图上从不同的“路线”变过去有什么不同人
们并不清楚。直到英国物理学家安德鲁斯 (Andrews) 研究二氧化碳的相图 [19]。

图 1.6: P(压强)-V(体积) 平面中二氧化碳的等温线图, 本图片来自网络。

图1.6是 P(压强)-V(体积) 平面中二氧化碳的等温线图。我们先看温度为 13.1 ◦C
的这条曲线，线的左端等温线几乎与 P 轴平行，说明这段曲线压强变化对体积几乎
没有影响，代表二氧化碳处于液态；与体积轴平行的那段代表气液共存相，因为气液
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共存时温度和压强满足一个函数关系，当温度确定时压强也是确定的不论体积怎么

变；最右边一段代表气相，其等温线服从理想气体状态方程。

我们可以看出随着温度升高气液共存的曲线在缩短，当温度达到 31.1 ◦C 时刚好
消失。安德鲁斯发现在这个温度附近二氧化碳气态和液态的密度差别基本消失，这对

应着气液相界限有个明确的终点，他把它称为“临界点”。所谓“临界”是指超过这

个点以后气态和液态的差别不复存在，再问物质究竟处于气态或液态是没有意义的，

安德鲁斯认为临界点以上分不出气液相 [19]。
当然不只二氧化碳存在临界点，水同样存在临界点，在图1.5中 C 点代表临界点，

如果水从相图中的气相 E 点按照红色曲线绕过临界点变化到液相 F 点，就可以不经
过气液共存的阶段使气相连续地转变到液相，这个过程就叫做平滑过渡 (Crossover)。
本论文就是在 QCD 相图中寻找临界点，如图1.4中标的“Critical Point”。
净守恒荷高阶累积量近些年被广泛地用来寻找 QCD相图中的相变临界点 [20-21]。

高阶累积量和热力学中的感受系数相联系。在热力学量中，热力学极限下压强 P 可
以表示为 [22]：

p (T, µB, µQ, µS) = lim
V→∞

T

V
lnZ (T, V, µB, µQ, µS) (1.10)

这里 T 和 V 分别是系统的温度和体积，Z 是配分函数。守恒荷 B、Q 和 S 分别表示
重子数、电荷和奇异数，化学势分别用 µB, µQ, µS 表示。某个守恒量 q 的 n 阶热力
学感受系数可以定义为 [22]：

χ(n)
q =

∂n [p/T 4]

∂ (µq/T )
n , q = B,Q, S (1.11)

把压强的公式1.10带入 n 阶感受系数的定义式1.11可以计算出 χ
(1)
q ,

χ(1)
q =

∂
[

1
T 3V

lnZ
]

∂ (µq/T )
= T

∂
[

1
T 3V

lnZ
]

∂µq

=
1

T 3V
T
∂ lnZ
∂µq

=
1

T 3V
⟨Nq⟩ =

1

T 3V
c1q

(1.12)

其中用到了热力学公式 [17]，

⟨N⟩ = T

(
∂ lnZ
∂µ

)
βV

(1.13)

同样可以计算二阶感受系数，

χ(2)
q =

∂2
[

1
T 3V

lnZ
]

∂2 (µq/T )
=

∂χ
(1)
q

∂ (µq/T )
=
∂( 1

T 3V
⟨Nq⟩)

∂ (µq/T )

= T
∂( 1

T 3V
⟨Nq⟩)

∂µq

=
1

T 3V
T
∂⟨Nq⟩
∂µq

=
1

T 3V
c2q

(1.14)
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其中用到了热力学公式，

⟨N2⟩ = T
∂⟨N⟩
∂µ

+ ⟨N⟩2 (1.15)

我们可以一直计算下去，得到净守恒荷 q 分布的 n 阶矩 cnq 是和相应守恒荷 q 的
n 阶热力学感受系数 χn

q 的关系，

cnq = V T 3χ(n)
q (1.16)

此外，其它基于 QCD 的模型计算（如 σ 模型 [21, 23]）表明，系统的关联长度与
守恒荷的各个矩有以下关系 [23-25]：

c2 = ⟨σ2
V ⟩ = V Tξ2;

c3 = ⟨σ3
V ⟩ = 2λ3V T

2ξ6

c4 = ⟨σ4
V ⟩c = 6V T 3

[
2 (λ3ξ)

2 − λ4
]
ξ8

(1.17)

这里 ⟨σ4
V ⟩ 是 σ 场的四阶累积量。

在 QCD 相图上，临界点是一级相变线的终点，其最重要的特征是关联长度发散，
系统关联长度发散会导致系统在临界点附近一系列独特的性质，如涨落发散等 [26-
27, 24]。当相对论重离子对撞能量扫描时，不同碰撞能量产生的高温高密核物质的化
学冻结温度和重子化学势也将发生改变（能量越低，温度越低，重子化学势越大），在

QCD相图中会随着能量的改变而穿过临界区域 [3]。由于关联长度在临界点是发散的
（即 ξ → ∞），因此在靠近临界点、穿过临界点附近、远离临界点时关联长度必须先
增大后减小。因此在重离子碰撞能量扫描中，当临界区域被穿过的时候，临界点的一

个特征信号就是关联长度会存在一个非单调的行为。

但是在实验上关联长度不容易直接测量，根据公式1.17可以看出关联长度是和 σ

场的累积量有关系的，但遗憾的是 σ 场的累积量也没办法直接测量，但是 σ 场可以

影响粒子的产生，因此 σ 场的波动会影响可观测粒子多重数分布的波动。同时注意

公式1.17中包含体积项，由关联长度 ξ 在临界点发散可以推断出在穿过临界点附近时

关联长度先增大后减小，但累积量穿过临界点时先增大后减小并不能一定推断出存

在临界点，因为累积量还受到系统体积的影响，不同的碰撞能量产生的热密物质的体

积也不相同。为了消除体积影响，把两个累积量相除，从公式1.17可以看出更高阶累
积量与更高的关联长度的幂次相关，因此发散速度更快，如果用 c4 除以 c2，比值仍

然和关联长度相关但没有体积项。实验上我们通过累积量的比值对碰撞能量的非单

调行为来寻找相变点 [28, 3, 25]。和关联长度类似，从公式1.16可以看出，当将感受
系数与累积量联系起来时，会出现一个体积项，这使得很难比较不同的碰撞系统和碰

撞中心度 [4], 而且在相对论重离子对撞中，我们通常很难知道系统的体积，所以我们
用感受系数的比值来消除体积项。

cnq
cmq

=
χ
(n)
q

χ
(m)
q

(1.18)
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从公式1.18可以看出，不同系统的感受系数的比值都等于累计量的比值，我们不需要
知道系统的体积，只要知道累积量的比值就能知道系统感受系数的比值。

由于多种粒子都携带重子数和奇异数，由于各种原因, 很难在统计时包含所有粒
子。在之前的研究中一般用净质子数代表净重子数，用净 K 介子数代表净奇异数或
者用净 Λ 数代表净奇异数。在之前的研究中，净电荷数 [4]、净 Kaon 数 [15]、净
Lambda 数 [15] 以及净质子数 [15] 分布的累积量以及累积量的比值都已经被人做过
细致的研究。图1.8是目前已发表的结果中不同守恒荷的累积量的比值随能量的依赖
关系，由于统计误差太大，在这几篇文章中还没有看到明显的累积量比值随能量的非

单调行为。

在最近发表的利用 STAR 采集的金核 + 金核碰撞能量为 3 GeV 的固定靶实验数
据，测量净质子数的高阶累积量的比值，结合之前发表的数据 C4/C2 显示出对能量
的非单调依赖 [29]。
为了提高测量的精度（增加高样本容量可以减小统计误差），同时为了测量相图中

更多的点，RHIC进行了能量扫描工程二期实验，采集了更多的数据，而且净（K+Λ）

数比单纯的净 K 介子数或者净 Λ 数可以更全面的反映奇异数的情况，本文测量了

RHIC 能量扫描工程二期净（K+Λ）数分布的高阶累积量以及累积量的比值。

另外，最近重离子碰撞中轻核的产额比被预言是寻找 QCD 相变临界点的灵敏探
针，在临界点附近，组成轻核的核子有很大涨落 [26, 30-31]。在 RHIC-BES 项目中的
轻核产额比值 NtNp/N

2
d (其中 Nt、Np 和 Nd 分别是氚核产额、质子产额和氘核产额)

在中心快度区 ( |y| < 0.5) 的中心碰撞中发现了轻核产额比值随着对撞能量的非单调
性行为 [32, 26]。图1.7是发表的文章 [32] 中轻核产额比值 NtNp/N

2
d 随能量的变化关

系。

图 1.7: 发表的文章 [32] 中轻核产额比值 NtNp/N
2
d 随能量的变化关系。
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(a) 文章 [4] 中净电荷数分布的累
积量的比值随能量的依赖关系。

(b) 文章 [15] 中净 Kaon 数分布
的累积量的比值随能量的依赖关

系。

(c) 文章 [33] 中净 Lambda 数分
布的累积量的比值随能量的依赖

关系。

(d) 文章 [14] 中净质子数分布的累积量的比值随能量的依赖关系。 (e) 文章 [29] 中净质子数分布的累
积量的比值随能量的依赖关系。

图 1.8: 目前已发表的结果中不同守恒荷的累积量的比值随能量的依赖关系。
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1.5 论文的结构安排

本论文的结构安排如下：

• 第一章介绍了研究背景，包括什么是相变临界点、如何在实验上寻找 QCD 相
图中的相变临界点以及寻找相变临界点的研究现状。

• 第二章介绍了实验装置，包括相对论重离子对撞机 (RHIC),以及 STAR上的两
个子探测器——时间投影室 (TPC) 和飞行时间探测器 (TOF)

• 第三章介绍了随机变量分布函数的数值特征，包括矩、中心矩、累积量、阶乘
累积量以及它们的生成函数。尤其是多变量情况下的累积量和阶乘累积量，第

四章测量净 (Lambda+Kaon) 高阶累积量时用到。

• 第四章介绍实验数据分析，首先进行粒子鉴别和 Lambda 重建，之后推导出实
际产生的粒子和探测到的粒子通过线性组合成的一个新的随机变量阶乘累积量

之间的关系，并用其进行效率修正，在那一小节中还展示了 K 介子和 Lambda
粒子的重建效率。之后对测量结果进行了中心度宽度修正。

• 第五章介绍了用 UrQMD 模型计算重离子碰撞中的高阶累积量，本章中计算了
7.7、11.5、19.6、27、39、62.4 和 200 GeV 7 个能量点的累积量及其比值，可以
作为实验测量的基线。

• 第六章介绍了净 (K+Lambda)高阶累积量测量结果与讨论，在本章中首先介绍
了 Bootstrap 方法并用其估计了统计误差，之后又估计了系统误差。

• 第七章是对本论文的总结与展望。
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第二章 实验装置

本论文分析所用的是金核 + 金核碰撞能量为 27 GeV (Run-19) 的数据, 这是 2018
年 STAR 合作组在相对论重离子对撞机 (RHIC:The Relativistic Heavy Ion Collider)
上采集的数据。STAR是 Solenoidal Tracker at RHIC的缩写，它的意思是 RHIC上的
螺线管径迹探测器。STAR探测器是位于美国纽约长岛布鲁克海文国家实验室 (BNL)
相对论重离子对撞机上的大型探测器之一。下面我们对实验设备即实现离子对撞的

相对论重离子对撞机和实现粒子探测的 STAR 探测器进行简单的介绍。

2.1 相对论重离子对撞机

RHIC 周长约 3.8 千米，可以对撞质子、氘核等轻元素以及铜核、金核、铀核等
重元素，并能够进行碰撞能量（每核子对的质心能量）从低到高扫描 [34]。RHIC 从
2000 年开始运行，本文分析所采用的数据是 2018 年采集的数据，是运行的第 19 年，
所以编号为 Run-18。图2.1是布鲁克海文国家实验室相对论重离子对撞机 (RHIC) 俯
瞰图。

图 2.1: 布鲁克海文国家实验室相对论重离子对撞机 (RHIC) 俯瞰图。
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相对论重离子对撞机由多级的粒子加速系统组合而成，以金核 + 金核对撞为例，
首先通过 Tandem Van de Graaff剥离束流中的部分电子，并对束流进行初步加速；然
后离子被送到增强器 (Booster synchrotron) 中, 在增强器中金离子被进一步电离且被
进一步加速；之后金离子被注入到 AGS 中进一步加速，并通过 AGS-to-RHIC Beam
Transfer Line 注入到 RHIC 两个束流环中, 金离子在 AGS 出口处被完全剥离到电荷
为 +79 的状态 [34]；在 RHIC 束流环内束流被加速到想要的能量。
粒子束流通过多级加速后，储存在 RHIC 环中，RHIC 环由两个存储环组成，束

流沿逆时针方向运动的称为“黄环”，束流沿顺时针方向运动的称为“蓝环”，两个环

有 6 个相交的点，束流在这 6 个点发生碰撞。
RHIC 每次注入束流，并把束流加速、储存和对撞称为一个注入 (Fill), 每个 Fill

大约持续几个小时，之后由于粒子对撞导致束流亮度降低而被停掉, 进入下一个 Fill。
STAR 采集数据是以“run”为单位，每个 run 都有固定的编号“run number”来区
分不同的 run, 每个 Fill 会分成多个 run 来采集数据。

2.2 RHIC 上的螺线管径迹探测器——STAR

STAR 位于 RHIC 束流环的六点钟位置，STAR 探测器是一个包含了众多子系统
的大型复合探测器，在方位角方向探测器可以接受 2π 方位角的粒子，即对方位角实

现全覆盖；在极角方向对赝快度的接受区间约为-1.0<η<1.0。图2.2是 STAR 探测器
的结构示意图。为了更好地展示它们，把剖面图放在了图2.3。

STAR 探测器的最外层是一个大螺线管磁铁，它能够提供一个稳定的强度最高达
到 0.5 T 的磁场 [36]，内部是各个子探测器，STAR 主要的子探测器有：

• 时间投影室 (TPC)，Time Projection Chamber[37].

• 飞行时间探测器 (TOF), Time of Flight Detector[38].

• 顶点位置探测器 (VPD) Vertex Position Detector[39].

• 桶部电磁量能器 (BEMC)，Barrel Electromagnetic Calorimeter[40].

• 端盖电磁量能器 (EEMC)，Endcap Electromagnetic Calorimeter[41].

• 束流计数器 (BBC)，Beam Beam Counter[42].

• 零度量能器 (ZDC)，Zero Degree Calorimeter[43].

• µ 子探测器 (MTD), Muon Telescope Detector[44].

• 重味径迹探测器 (HFT), Heavy Flavor Tracker[45-46].
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图 2.2: STAR 探测器的结构示意图 [35]。

图 2.3: STAR 探测器的剖面图。
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• 前向介子谱仪 (FMS), Forward Meson Sepectrometer[47].

本论文分析中所需要用到的探测器主要是时间投影室 (TPC) 和飞行时间探测器
(TOF)，用这两个探测器来鉴别带电粒子，下面简单介绍一下这两个子探测器。

2.2.1 时间投影室——TPC

时间投影室 (the Time Projction Chamber，TPC) 是 STAR 最主要最核心的子探
测器，占据了 STAR 的大部分空间，是粒子径迹探测的最主要设备。TPC 可以记录
带电粒子在磁场中的飞行径迹，并基于飞行径迹给出粒子的电荷、动量等信息，同时

可以探测粒子在气体中运动时的能量损失并基于此实现粒子种类鉴别 [48]。TPC 主
体由圆筒状漂移室和桶底部的多丝读出系统组成。TPC 的整体结构和各部分参数如
图2.4所示。

图 2.4: TPC 的整体结构示意图 [37]。

时间投影室长 4.2 m，内径 50 cm，外径 200 cm，内部是一个封闭空间，里面充满
工作气体 P10（它是由 90% 氩气和 10% 甲烷混合而成的气体）[37]。腔室中间的膜
提供负高压，电压约为 -28 kV，两端接地; 为腔室提供一个水平方向的匀强电场, 电
场方向为从两端指向中间，电场强度为 E=135 v/cm，保证电子可以漂移到端盖，磁
感应强度为 B=0.5T[37]。

TPC的读出系统位于圆筒两端，每一侧都分为 12个扇形区域，每个扇形区域又进
一步分为内外两部分，每块扇区实质上是有读出电路板的多丝正比室（MWPC）[37]。
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带电粒子在工作气体中运动产生电子-离子对，电子在电场的相互作用下发生漂
移，漂移电子的初速度很小，沿电场方向漂移到端盖处发生雪崩，磁场的方向平行于

电场，因此电子不会受磁场的影响而产生横向运动。在 Pad 板上产生感应电荷，就
得到带电粒子的一个点的 x-y 坐标，多个点就可以确定一条径迹 [37]。图2.5展示了
TPC 中带电粒子径迹图。

图 2.5: TPC 中带电粒子径迹。

TPC 通过测量带电粒子穿过气体室时的电离能损失来鉴别粒子的种类。由于可
以知道 TPC 工作的磁场的磁感应强度，因此带电粒子的动量也可以通过它们径迹的
曲率来计算。知道动量后，我们可以把这些粒子能量损失关于动量的函数与 Beth-
Bloch 公式曲线描述的理论电离能量损失进行比较来进行粒子鉴别。公式2.1就是
Beth-Bloch 公式 [48]

− dE

dx
= 4πNar

2
emec

2z2
Z

A

1

β2

[
ln
(
2mec

2

I
β2γ2

)
− β2 − δ

2

]
(2.1)

其中，Na 是阿伏伽德罗常数，re = e2/(4πε0mec
2) 是经典电子半径，me 是电子的静

止质量，c 是真空中光速，z 为入射粒子的电荷数，Z 为介质原子的原子序数，A 为
介质原子的原子质量数 [48]，β = v/c = pc/E, γ = 1/

√
1− β2, I 是介质的电离常数

也叫平均激发能，它的值取决于所穿越物质的性质，可近似的表达为 I = 16Z0.9eV，

δ 是介质密度效应修正参数，随着入射粒子的能量提高，带电粒子产生的电场会集中
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到垂直于粒子运动方向的平面内，场强增加，因而能够同更远处的物质发生散射。然

而，物质在此电场中发生极化，附加的极化电场限制了粒子自身电场的扩展，从而有

效地抑制了这种效应。如其名所示，介质密度效应修正参数对不同密度的介质其值是

不同的，它在致密的物质中更加明显。注意，这里 dx = ρ · ds, ρ 是介质的密度，它
的单位为 g/cm3, ds 是长度，单位为 cm, 所以 dx 的单位为 g/cm2，它可以理解为面

密度，这样选取的好处是能损在很大程度上与物质的具体性质无关 [49]。

2.2.2 飞行时间探测器——TOF

我们知道随着动量变高，大约在 0.7 GeV/c 时仅仅使用 Beth-Bloch 公式不能对质
子、π 介子、和 K介子做很好的鉴别，因为他们的 Beth-Bloch公式曲线非常接近;为
了提高这个动量区间的粒子鉴别能力，STAR 合作组建造了飞行时间探测器 (TOF)
子系统 [38]。

TOF 安装在 TPC 的外侧，其覆盖范围与 TPC 基本相同。在 STAR 探测器的
子系统中 TOF 具有良好的时间分辨性能，其时间分辨率为 100 ps[38], TOF 系统的
建造是基于相对较新的技术，称为多气隙电阻板室 (MRPC:multi-gap resistive plate
chamber)[50] 的技术。

图 2.6: MRPC 模块的结构示意图及参数 [38]。
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MRPC 的结构示意图及参数如图2.6所示 [38]，最外层是蜂窝板，其作用是加固
MRPC；接着往内是一层印刷电路板 (PCB)，每块 PCB 板上有 6 个 63×315mm 的
读出单元 (pad),每个读出单元之间的间距为 3mm[51]，其作用是读出感应信号；接着
往内是一层很薄的聚酯薄膜 (Mylar)，其作用是在印刷电路板和电极之间起绝缘作用；
接着是碳做的电极，它粘在更内层的外玻璃上，其作用是提供匀强电场，工作时两个

电极之间加上 14 kV 的电压差，会在内部提供电场强度高达 105 V/cm 的匀强点场；
再往内是内外玻璃，玻璃的电阻率为 1012−1013Ω/cm,外玻璃尺寸是 206×78×0.7mm，
内玻璃尺寸是 200×61×0.54mm，每块玻璃之间有 0.22mm 的间隙，其间充满着电负
性的工作气体氟里昂（95％）和异丁烷（5％）[38, 50-52]。

MRPC 的工作原理是当有带电粒子在气隙中运动时，会使气体产生原初电离。由
于气隙中存在很强的电场，在电场力的作用下初始电离的带电粒子会加速运动，速度

很高时又会引起气体的电离从而再次产生大量的次级带电粒子，由此不断级联发生

雪崩 [51]。玻璃电阻板的作用是使雪崩的发展限制在很小的范围内，减小了流光发生
的几率，玻璃电阻板对雪崩产生的感应信号是透明的，在读出电极上的感应信号是各

个子气隙中的雪崩之和 [52]。
32 个 MRPC 组成一个 TOF 长条，整个 TOF 由 120 个这样的长条组成 [38, 50]。
我们知道 TOF 是根据粒子的质量来对粒子进行鉴别，但是我们又不能直接探测

粒子的质量，TOF 是通过测量粒子的动量与飞行速度来计算质量的。飞行速度要根
据测量到的飞行时间和距离计算出来。TOF上记录的是粒子飞行结束的时间 tend，粒

子飞行开始的时间 tstart 要利用顶点位置探测器 (VPD) 来测量。
这里只简单地介绍一下顶点位置探测器测量粒子飞行开始时间的原理。VPD由两

个相同的探测器组件组成，安装在 STAR 探测器东西两侧，它们关于 STAR 探测器
中心对称，距离为 5.7m，VPD覆盖的赝快度区间为 4.24<| η |<5.1[39]。发生碰撞后，
从主碰撞顶点产生的 π0 会衰变出数十到数百个光子，这些光子在非常靠近束流管的

位置以光速飞行并打到 VPD 上 [39]。我们把发生碰撞的时间为 Tstart，碰撞位置的 z
坐标为 zvtx，到达东侧 VPD 探测器的时间记为 Teast, 到达西侧 VPD 探测器的时间
记为 Twest。现在来计算碰撞位置的 z坐标为 zvtx，探测器的中心标记为 z轴的原点。

O´(VPDeast) O VPDwestZvtx

图 2.7: 利用 VPD 计算主碰撞顶点和碰撞开始时间的示意图。

图2.7是利用 VPD 计算主碰撞顶点和碰撞开始时间的示意图，图中 O´ 点是东侧
VPD 所在位置，VPDwest 点是西侧 VPD 所在位置，O 点是探测器的中心，是实验选
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取的原点位置，假设碰撞点 Zvtx 的 z 轴坐标为 zvtx，zvtx 的值为 Zvtx 点坐标与原点

坐标之差。为了求出 zvtx，我们重新选取另一个坐标系 O´，主碰撞顶点在 O´ 系中
的值为 z´

vtx, 通过坐标变换在 O 系中的坐标 zvtx = z´
vtx −L，其中 L 是任意一侧 VPD

探测器到中心 O 的距离, 而在 O´ 系中 z´
vtx 的坐标为 c(Teast − Tstart), 因此 zvtx 可以

计算如公式2.2。

zvtx = z´
vtx − L

= c(Teast − Tstart)−
c(Teast − Tstart) + c(Twest − Tstart)

2

=
c(Teast − Twest)

2

(2.2)

可以对利用 VPD 测出来的主碰撞顶点位置的 z 坐标与 TPC 测出来的主碰撞顶点位
置的 z 坐标之差施加筛选条件来去除堆积事例。
同样我们也可以利用 VPD 来测量碰撞开始的时间，我们知道从主碰撞顶点分别

到达两侧探测器的粒子所走过的总路程是 2L(注意这里 L 是探测器中心到一侧 VPD
探测器的距离), 即

c(Teast − Tstart) + c(Twest − Tstart) = 2L (2.3)

从公式2.3可以反解出 Tstart，

Tstart =
(Teast + Twest)

2
− L

c
(2.4)

由 VPD 知道碰撞开始的时间 Tstart 后，TOF 系统给出粒子飞行结束的时间 Tend，

我们就可以知道粒子的飞行时间 ∆t = Tend − Tstart。将 TPC 中的径迹与 TOF 的
击中点进行配对，可以得到粒子从主碰撞顶点经 TPC 到 TOF 路径长度 s。利用公
式2.5可以算出 β, 式中 c 是指真空中的光速。

1

β
=
c∆t

s
(2.5)

同时 TPC 还能给出粒子的动量 p, 由质量和 β 之间的关系2.6式可以算出质量。

m2 = p2
(( 1
β

)2 − 1
)

(2.6)

质量是粒子的内禀属性，用测到的粒子的质量当然可以用来区分粒子的种类，它可

以和 TPC 一起更好地鉴别粒子，尤其是在动量较高时，π 介子、K 介子和质子的
Beth-Bloch 曲线很接近，由于 TPC 不能很好地鉴别粒子，因此这时更需要和 TOF
一起来鉴别粒子种类。
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第三章 随机变量分布函数的数值特征

在统计学中，我们如果知道了一个随机变量的概率密度函数 (pdf) 就知道了一切
关于这个随机变量的分布情况。同时为了更直观的描述这个分布的特点我们会去研

究分布的各阶矩、各阶中心矩以及各阶累积量等，它们可以用来刻画随机变量概率密

度函数的数值特征。常用到的分布函数的数值特征有均值 (M)、方差 (σ2) 以及偏度
(S) 和峰度 (κ) 等 [53]。

3.1 矩和中心矩

在数理统计中，一个连续型随机变量 X的性质可以由一个概率密度函数 f(x)来表
征。这个概率密度函数的所有特征属性都可以用随机变量 X 的函数的期望值 E[g(X)]
来表示，E[g(X)] 的定义如下：

E[g(X)] =

∫
g(x)f(x)dx (3.1)

其中 g(x)表示随机变量 X的任意函数，这里的积分是对所有 X可能的取值范围，只
要该函数在这个范围内是可积的。

若 X 是离散型随机变量，设 X 所有可能的取值为 xi(i=1,2,...), 若 X 取各个可能
值的概率为：

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, ... (3.2)

则称为3.2式为离散型随机变量的分布律，本文中我们称其为概率分布函数，它也叫
概率质量函数，表示随机变量取某个值的概率，注意这里和通常所说的随机变量的分

布函数，即 F(x)=P(X⩽ x)（有时也把它叫做累积分布函数）不是一个概念。若 X 为
离散型随机变量只需将3.1式中的积分变为求和，即将3.1式变为如下3.3式，

E[g(X)] =
∑
i

g(xi)pi (3.3)

所以这里的讨论虽然以连续型随机变量为例，但是对离散型随机变量同样适用，只需

稍微做出相应的改变。

随机变量 X 的 n 阶矩定义为：

µn = E[Xn] =

∫
xnf(x)dx (3.4)

一阶矩通常被称为均值，用 µ1 或仅用 µ 或用 M 表示。
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随机变量 X 的 n 阶中心矩矩定义为：

νn = E[(X − µ)n] =

∫
(x− µ)nf(x)dx (3.5)

这里的“中心”一词是指随机变量 X 的函数 g(x) 是 x 与其中心值 µ 的差。

这里我们计算随机变量 X 的前四阶中心矩和矩之间的关系。首先来看一阶中心矩
ν1，

ν1 = E[(X − µ)1]

=

∫
(x− µ)1f(x)dx

=

∫
xf(x)dx− µ

∫
f(x)dx

= µ− µ

= 0

(3.6)

我们可以从方程3.6看出，对任意随机变量，不论其服从什么样的分布规律，一阶中
心矩都等于零。

对于二阶中心矩 ν2，它就是我们熟知的方差 σ2。其表示如下：

ν2 = E[(X − µ)2]

= E[X2 − 2µX + µ2]

= E[X2]− 2µE[X] + µ2]

= µ2 − µ2

= σ2

(3.7)

类似地，三阶和四阶中心矩与矩之间的关系表达出如下，

ν3 = E
[
(X − µ)3

]
= E

[
X3 − 3µX2 + 3µ2X − µ3

]
= µ3 − 3µµ2 + 2µ3

(3.8)

ν4 = E
[
(X − µ)4

]
= E

[
X4 − 4µX3 + 6µ2X2 − 4µ3X + µ4

]
= µ4 − 4µµ3 + 6µ2µ2 − 3µ4

(3.9)

利用牛顿二项式定理，可以给出 n 阶中心矩的与 n 阶矩之间的一般关系式，

νn =E

[
C0

nX
n + C1

nX
n−1(−µ) + C2

nX
n−2(−µ)2 + . . .

+Cr
nX

n−r(−µ)r + . . .+ Cn−1
n X1(−µ)n−1 + Cn

n(−µ)n

]
=µn + C1

nµn−1(−µ) + C2
nµn−2(−µ)2 + . . .

+ Cr
nµn−r(−µ)r + . . .+ Cn−1

n µ(−µ)n−1 + (−µ)n

(3.10)
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这些中心矩在理解概率密度函数的形状时发挥着重要作用。

接下来我们介绍简单一下偏度和峰度。偏度的定义为，

S =
ν3

ν
3/2
2

=
ν3
σ3

(3.11)

偏度是衡量随机变量分布歪斜的方向和程度的量，它代表概率密度函数曲线相对于平

均值的不对称程度的数值特征。直观地说，它是概率密度函数曲线尾部的相对长度。

对于正态分布 (也叫高斯分布)，它的偏度为 0，代表正态分布是关于均值对称的，
既不往左偏也不往右偏, 正态分布的偏度的计算过程写在了公式3.12，

ν3 = E [(X − µ)3] =
∫ +∞
−∞

1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

(x− µ)3dx

=
∫ +∞
−∞

1√
2πσ

e−
1
2(

t
σ )

2

t3dt⇐ 被积函数为奇函数

= 0

S =
ν3

ν
3/2
2

=
ν3
σ3

= 0

(3.12)

偏度值的正负定性地描述随机变量 X 的分布是朝向平均值的左侧还是右侧歪斜。
如图3.1所示，S ＜ 0 表示分布具有负偏度，也称为左偏度。此时，平均值左侧的数据

(a) 负偏度 (b) 正偏度

图 3.1: 偏度为正值和负值时随机变量概率密度函数曲线, 本图片来自百度百科。

少于右侧的数据。如图3.1a所示。直观地看来，左侧的尾部比右侧的尾部长，因为有
少数变量的值较小，这使得曲线左侧的尾部拖得很长。S>0 表示分布具有正偏度，也
称为右偏度，此时，平均值右侧的数据少于左侧的数据。如图3.1b所示，直观地显示，
右侧的尾部比左侧的尾部长，因为少数变量的值较大，这使得曲线右侧的尾部拖得很

长；当 S 接近 0 时，可以认为分布是对称的。更一般地，偏度表示分布的不对称性。
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类似地，峰度 κ 与随机变量的四阶和二阶中心矩有关，它的定义如3.13式所示，

κ =
ν4
σ4

− 3 (3.13)

峰度代表概率密度函数曲线的峰值在平均值处的特征。图3.2是不同峰度值的概率密
度函数曲线，图中不同颜色代表不同峰度值。直观地看，峰度反映了峰部的尖度。正

图 3.2: 不同峰度值的概率密度函数曲线，本图片来自百度百科。

态分布的峰度为 0。对于正态分布峰度的计算，利用高斯积分公式计算如公式3.14所
示，

ν4 = E [(X − µ)4] =
∫ +∞
−∞

1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

(x− µ)4dx

=
∫ +∞
−∞

1√
2πσ

e−
1
2(

t
σ )

2

t4dt

= 3σ4

κ = ν4
σ4 − 3 = 0

(3.14)

与正态分布相比，如果随机变量概率分布的峰度大于 0，则峰值的形状比正态分布的
形状更尖锐、更陡。如果峰度值小于 0，则峰的形状更钝的，并且比正态分布的峰更
平滑。
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类似地，可以构造更高阶矩，例如 5 阶、6 阶等，它们携带更多关于概率密度函
数的信息。

3.2 矩生成函数

如果对于任意数列 a0, a1, a2, a3, ... an, ... 以下面方式与函数 G(t) 相关联：

G(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + ...+ ant
n... (3.15)

那么我们把的 G(t) 称为数列的生成函数。

对于随机变量 X，矩生成函数 (mgf) 可以定义为 [54],

MX(t) = E[etX ] =

∫
etxf(x)dx (3.16)

在公式3.16中展开 etx，

E
[
etX
]
= E

[
1 + tX +

t2X2

2!
+ . . . ..

]
= 1 + E[X]t+ E

[
X2
] t2
2!

+ E
[
X3
] t3
3!

+ . . . . . .

(3.17)

各阶矩可以通过矩生成函数有 MX(t)来构造，从式3.17可以看出，我们把矩生成函数
对 t 求 n 阶导数，求导后，t 的幂次小于 n 的项为 0，然后我们再令 t=0，t 的幂次
大于 n 的项也等于 0，于是就只留下 t 的幂次等于 n 的项，它刚好等于随机变量 X
的 n 阶矩，其可以写为：

µn = E [Xn] =
dnMX(t)

dtn

∣∣∣∣
t=0

(3.18)

中心矩也可以通过矩生成函数3.17来构造出来，我们把3.18式中的 X 变为 Y=X-µ

νn = E [(X − µ)n] = E [Y n] =
dnMY (t)

dtn

∣∣∣∣
t=0

=
dnE[etY ]

dtn

∣∣∣∣
t=0

=

(
dn
[
E
[
et(X−µ)

]]
dtn

)∣∣∣∣∣
t=0

=

(
dn
[
e−µtE

[
etX
]]

dtn

)∣∣∣∣∣
t=0

=

(
dn [e−µtMX(t)]

dtn

)∣∣∣∣
t=0

(3.19)
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3.3 累积量和阶乘累积量

上节我们介绍的矩和中心矩都是一组描述随机变量分布特点的常数集，但它们并

不是唯一的，甚至不是最好的常数集。另一组常用的常数集是所谓的累积量，从理论

角度讲它具有更有用的性质。

随机变量 X 的累积量 c1, c2, c3, ..., cn 可以由以下恒等式定义

exp{c1t+
c2t

2

2!
+ ...+

cnt
n

n!
+ ...} = 1 + µ1t+

µ2t
2

2!
+ ...+

µnt
n

n!
+ ... =MX(t) (3.20)

其中 µn 是方程3.18中出现的 n 阶矩。MX(t) 是方程3.16中的累积量生成函数。
对方程3.20两边同时取自然对数，我们可以得到方程

lnMX(t) = c1t+
c2t

2

2!
+ ...+

cnt
n

n!
+ ... ≡ C(t) (3.21)

将3.16式中的 MX(t) 带入3.21式就可以得到

C(t) = lnMX(t) = lnE[etX ] (3.22)

从方程 3.21可以看出，要得到累积量 cn，我们只需要计算 C(t)的 n阶导数，然后让
t 等于 0。因此我们把 C(t) 叫做累积量生成函数 (cumulant generating function, cgf)。

cn =
dnC(t)

dtn

∣∣∣∣
t=0

(3.23)

我们可以在方程3.21两边同时对 t 求导，来计算累积量和矩之间的关系，

dC(t)
dt

= 1
MX(t)

dMX(t)
dt

⇒MX(t)dC(t)
dt

= dMX(t)
dt

(3.24)

把矩生成函数 MX(t) 的表达式3.20和累积量生成函数 C(t) 的表达式3.21带入式3.24(
1 + µ1t+ µ2

t2

2!
+ . . .

)(
c1 + c2t+ c3

t2

2!
+ . . .

)
=
(
µ1 + µ2t+ µ3

t2

2!
+ . . .

)
(3.25)

为了确保方程两边相等，需要等式两边 t 的同次幂的系数相等。因此可以得到不同阶
累积量和矩之间的关系，

µk = ck + C1
k−1ck−1µ1 + . . .+ Cr

k−1ck−rµr + . . .+ c1µk−1 (3.26)

利用公式3.26我们把前四阶矩与累积量之间的关系列出来，

µ1 = c1

µ2 = c2 + c1µ1

µ3 = c3 + 2c2µ1 + c1µ2

µ4 = c4 + 3c3µ1 + 3c2µ2 + c1µ3

(3.27)
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使用关系式3.27，我们把累积量反解出来，下面是前四阶累积量与矩和中心矩之间的
关系式，

c1 = µ1

c2 = µ2 − µ2
1 = ν2

c3 = µ3 − 3µ2µ1 + 2µ3
1 = ν3

c4 = µ4 − 4µ3µ1 + 12µ2µ
2
1 − 3µ2

2 − 6µ4
1 = ν4 − 3ν22

(3.28)

在第3.1 节矩和中心矩中我们已经介绍了均值 (M)、方差 (σ2)、偏度（S）和峰度
(κ)。从公式3.28可以看出，它们与累积量的关系如下：

M = c1, σ = c
1/2
2 , S = c3/c

3/2
2 , κ = c4/c

2
2 (3.29)

由公式3.29可以利用 M、σ、S 和 κ 来构造累积量的比值。

c1/c2 =M/σ2, c3/c2 = Sσ, c4/c2 = κσ2 (3.30)

在本论文的分析中会计算前四阶累积量和这几个累积量的比值。

在分析中，会用到阶乘累积量 (κn) 来进行效率修正，所以我在这里介绍阶乘累积
量，其定义为 [55],

κn =
∂nCf (s)

∂sn

∣∣∣∣
s=1

(3.31)

在方程3.31中，Cf (s) 是阶乘累积量生成函数，表示如下

Cf (s) = lnE[sX ] = ln⟨sX⟩ (3.32)

这里 ⟨sX⟩ 表示 sX 的期望值，即 E[sX ]。

累积量可以用阶乘累积量来表示，阶乘累积量也可以用累积量的来表示。为了得

到这些关系，我们只要注意累积量生成函数3.22和阶乘累积量生成函数3.32通过变量
代换 s = et 或 t = lns 相联系。利用这个关系，我们可以得到方程

C(t) = lnMX(t) = ln⟨etX⟩ = ln⟨sX⟩ = Cf (s) (3.33)

s 关于 t 的 n 阶导数在 s=1 处的值由下式给出,

∂ns

∂tn

∣∣∣∣
s=1

= 1 (3.34)

同样，t 关于 s 的 n 阶导数在 t=0 处的值由下式给出,

∂nt

∂sn

∣∣∣∣
t=0

= (−1)n−1(n− 1)! (3.35)
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使用方程 3.23, 3.33 和 3.34，我们可以用阶乘累积量来表示累积量，这里列出前四阶
累积量与阶乘累积量之间的关系。

c1 =
∂C(t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂Cf

∂s

∂s

∂t

∣∣∣∣
s=1

= κ1 (3.36)

c2 =
∂2C(t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(∂Cf

∂s

∂s

∂t

)∣∣∣∣
s=1

=
∂Cf

∂s

∂2s

∂t2

∣∣∣∣
s=1

+
∂2Cf

∂s2

(∂s
∂t

)2∣∣∣∣
s=1

= κ1 + κ2

(3.37)

c3 =
∂3C(t)

∂t3

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(∂Cf

∂s

∂2s

∂t2

)∣∣∣∣
s=1

+
∂

∂t

(∂2Cf

∂s2

(∂s
∂t

)2)∣∣∣∣
s=1

=

(
∂2Cf

∂s2

)(
∂s

∂t

)(
∂2s

∂t2

)
 
∣∣∣∣
s=1

+

(
∂Cf

∂s

)(
∂3s

∂t3

)
 
∣∣∣∣
s=1

+

(
∂3Cf

∂s3

)(
∂s

∂t

)3

 
∣∣∣∣∣
s=1

+ 2

(
∂2Cf

∂s2

)(
∂s

∂t

)(
∂2s

∂t2

)∣∣∣∣
s=1

= 3

(
∂2Cf

∂s2

)(
∂s

∂t

)(
∂2s

∂t2

)
 
∣∣∣∣
s=1

+

(
∂Cf

∂s

)(
∂3s

∂t3

)
 
∣∣∣∣
s=1

+

(
∂3Cf

∂s3

)(
∂s

∂t

)3

 
∣∣∣∣∣
s=1

= κ3 + 3κ2 + κ1

� (3.38)
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c4 =
∂

∂t

(
∂3C(t)

∂3t

)∣∣∣∣
t=0

= 3
∂3Cf

∂s3

(
∂s

∂t

)2
∂2s

∂t2
 
∣∣∣∣∣
s=1

+ 3
∂2Cf

∂s2

(
∂2s

∂t2
 
)2
∣∣∣∣∣
s=1

+ 3
∂2Cf

∂s2
∂s

∂t

∂3s

∂t3
 
∣∣∣∣
s=1

+

∂2Cf

∂s2

(
∂s

∂t

)
∂3s

∂t3
 
∣∣∣∣
s=1

+
∂Cf

∂s

(
∂4s

∂t4

)
 
∣∣∣∣
s=1

+

∂4Cf

∂s4

(
∂s

∂t

)4

 
∣∣∣∣∣
s=1

+ 3
∂3Cf

∂s3

(
∂s

∂t

)2
∂2s

∂t2
 
∣∣∣∣∣
s=1

= 3κ3 + 3κ2 + 3κ2 + κ2 + κ1 + κ4 + 3κ3

= κ4 + 6κ3 + 7κ2 + κ1

(3.39)

类似地，使用方程3.33,3.31 和 3.35，我们也可以把阶乘累积量用累积量表示出来。
这里把前四阶列出来，

κ1 =
∂Cf (s)

∂s

∣∣∣∣
s=1

=
∂C

∂t

∂t

∂s

∣∣∣∣
t=0

= c1 (3.40)

κ2 =
∂2Cf (s)

∂s2

∣∣∣∣
s=1

=
∂

∂s

(
∂C

∂t

∂t

∂s

)∣∣∣∣
t=0

=
∂2C

∂t2

(
∂t

∂s

)2
∣∣∣∣∣
t=0

+
∂C

∂t

∂2t

∂s2

∣∣∣∣
t=0

= c2 − c1

(3.41)

κ3 =
∂3Cf (s)

∂s3

∣∣∣∣
s=1

=
∂

∂s

(
∂2Cf

∂s2

)∣∣∣∣
s=1

= 2
∂2C

∂t2
∂t

∂s

∂2t

∂s2

∣∣∣∣
t=0

+
∂3C

∂t3

(
∂t

∂s

)3
∣∣∣∣∣
t=0

+
∂2C

∂t2
∂2t

∂s2
∂t

∂s

∣∣∣∣
t=0

+
∂C

∂t

∂3t

∂s3

∣∣∣∣
t=0

= 3
∂2C

∂t2
∂t

∂s

∂2t

∂s2

∣∣∣∣
t=0

+
∂3C

∂t3

(
∂t

∂s

)3
∣∣∣∣∣
t=0

+
∂C

∂t

∂3t

∂s3

∣∣∣∣
t=0

= c3 − 3c2 + 2c1

(3.42)
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κ4 =
∂4Cf (s)

∂s4

∣∣∣∣
s=1

=
∂

∂s

(
∂3Cf

∂s3

)∣∣∣∣
s=1

= 3
∂3C

∂t3

(
∂t

∂s

)2
∂2t

∂s2

∣∣∣∣∣
t=0

+ 3
∂2C

∂t2

(
∂2t

∂s2

)2
∣∣∣∣∣
t=0

+ 3
∂2C

∂t2
∂t

∂s

∂3t

∂s3

∣∣∣∣
t=0

+

∂4C

∂t4

(
∂t

∂s

)4
∣∣∣∣∣
t=0

+ 3
∂3C

∂t3

(
∂t

∂s

)2
∂2t

∂s2

∣∣∣∣∣
t=0

+
∂2C

∂t2
∂3t

∂s3
∂t

∂s

∣∣∣∣
t=0

+
∂C

∂t

∂4t

∂s4

∣∣∣∣
t=0

= −3c3 + 3c2 + 6c2 + c4 − 3c3 + 2c2 − 6c1

= c4 − 6c3 + 11c2 − 6c1

(3.43)

当然，在已经知道如何用阶乘累积量来表示累积量（即方程3.36到 3.39）的情况
下，更简单地处理方法是利用这几个方程反解出阶乘累积量，得到方程3.40 到3.43。
阶乘累积量与累积量的关系可以概括为如下紧致形式 [55]：

κn(X) = ⟨X(X − 1)(X − 2)...(X − n+ 1)⟩c (3.44)

在这个方程中 ⟨Xn⟩c 表示 X 的 n 阶累积量，即 cn(X)。

3.4 多变量情况下的累积量和阶乘累积量

接下来，讨论多变量情况下的累积量和阶乘累积量, 考虑概率分布函数 [54-55]:

P (N⃗) = P (N1, N2, ..., NM) (3.45)

M是随机变量的个数，N1，N2，...，NM 是M个整数随机变量，我们用 Ni代替 X来表
示整数随机变量。考虑由这些随机变量的线性组合组成的一个新的随机变量 Q(a)[56]，

Q(a) =
M∑
i=1

aiNi (3.46)

在我们的分析中所计算的净守恒荷，就可以看做是各种粒子数的线性组合，由方

程3.46给出，a⃗ = (a1, a2, ..., aM)。例如，当我们考虑净重子数时，对于重子，ai = 1，

对于反重子，ai = −1，对于其他守恒荷，ai = 0。同样，我们也可以构造净电荷数和

净奇异数。
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这样做的一个优势在于可以选取多个粒子作为净重子数或者净奇异数的代表，例

如我们选择净 (Lambda+Kaon) 作为净奇异数的代表，只需要将 Λ 粒子数、Λ̄ 粒子

数、K+ 粒子数、K− 粒子数前面的系数 ai 设置成相应的 1 或者-1，而其它粒子设置
成 0，当想选择更多粒子作为代表时，只要对 ai 做相应的设置就可以。

和单变量情况时定义累计量生成函数的式3.22类似，定义方程3.46中的随机变量的
累积量生成函数为：

C (⃗t) = ln

∑
−→
N

et1N1+t2N2+...+tMNMP (
−→
N )

 = ln

〈
e

M∑
i=1

tiNi

〉
(3.47)

这里只是把式3.22中的 tX 换成式3.47中的
M∑
i=1

tiNi，这是由于单变量变成多变量导致

的。

由生成函数我们可以得到 Q(a) 的 n 阶累积量,

cn(Q(a)) = ∂n(a)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

(3.48)

其中

∂(a) =
M∑
i=1

ai
∂

∂ti
(3.49)

Q(a) 的一阶累积量可以把累积量生成函数3.47式带入3.48式计算如下：

c1(Q(a)) = ∂(a)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai

∂ln

〈
e

M∑
j
tjNj

〉
∂ti

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai

〈
e

M∑
l
tlNl

M∑
j

δi,jNj

〉
〈
e

M∑
k

tkNk

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai

〈
e

M∑
l
tlNl

Ni

〉
〈
e

M∑
k

tkNk

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai ⟨Ni⟩

(3.50)
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类似地，Q(a) 的二阶累积量可以根据累积量生成函数计算如下：

c2(Qa) = ∂2(a)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj
∂

∂ti

∂

∂tj
ln

〈
e

M∑
k

tkNk

〉∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj
∂

∂ti

〈
e

M∑
k
tkNk

Nj

〉
〈
e

M∑
l
tlNl

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj

〈
e

M∑
k
tkNk

NiNj

〉〈
e

M∑
m

tmNm

〉
−

〈
e

M∑
n

tnNn

Ni

〉〈
e

M∑
k
tkNk

Nj

〉
〈
e

M∑
l

tlNl

〉2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj ⟨NiNj⟩ −
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj ⟨Ni⟩ ⟨Nj⟩

(3.51)

通过之前的讨论可以知道，对于多变量的情况我们利用公式3.46构造了一个新的
随机变量 Q(a)，并构造了随机变量的生成函数3.47，那么由生成函数利用公式3.48计
算出来的 Q(a) 的累积量和将 Q(a) 视为单个随机变量时使用方程3.23计算出来的 Q(a)

的累积量是不是一致的呢，这里对前两阶做个简单的计算，给出一个简明的比较。

利用单变量情况下由生成函数3.23得到的累积量与矩之间的关系3.28可以计算将
Q(a) 视为单个随机变量时，一阶累积量

c1(Q(a)) = µ1(Q(a)) =

〈
M∑
i=1

aiNi

〉
=

M∑
i=1

ai ⟨Ni⟩ (3.52)

c2(Q(a)) = µ2 − µ2
1 =

〈
(Q(a))

2
〉
−
〈
Q(a)

〉2

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj ⟨NiNj⟩ −
M∑
i=1

M∑
j=1

aiaj ⟨Ni⟩ ⟨Nj⟩

(3.53)

把公式3.50、公式3.51与公式3.52、公式3.53对比可以看出对于一阶和二阶累积量，将
Q(a) 视为多个随机变量的线性组合而计算出来的累积量与将 Q(a) 视为单个随机变量
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时计算出来的累积量是一致的。还可以计算三阶及更高阶累积量，这两种情况下它们

是一致的。

虽然本论文只计算了累积量，但在做效率修正的过程中用到了混合累积量，这里

做一个简单的介绍，二阶混合累积量定义为：

c(Q(a)Q(b)) = ∂(a)∂(b)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

(3.54)

二阶混合累积量计算如下，

c(Q(a)Q(b)) = ∂(a)∂(b)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj
∂

∂ti

∂

∂tj
ln

〈
e

M∑
i
tkNk

〉∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj
∂

∂ti

〈
e

M∑
k

tkNk

Nj

〉
〈
e

M∑
l
tlNl

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj

〈
e

M∑
k
tkNk

NiNj

〉〈
e

M∑
m

tmNm

〉
−

〈
e

M∑
n

tnNn

Ni

〉〈
e

M∑
k

tkNk

Nj

〉
〈
e

M∑
l
tlNl

〉2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj ⟨NiNj⟩ −
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj ⟨Ni⟩ ⟨Nj⟩

(3.55)

比较二阶累积量3.51式和二阶混合累积量3.55式可以发现，只要把3.55式中的 Q(b) 换

成 Q(a)，就可以把二阶混合累积量 c(Q(a)Q(b)) 变成二阶累积量 c(Q2
(a))，注意这里

c(Q2
(a)) 表示的是 Q(a) 的二阶累积量即 c2(Q(a)) 而不是 Q2

(a) 的一阶累积量，这里一阶

累积量我们用 c1 表示，同样 c(Q(a)Q(b)) 是二阶混合累积量，而不是 Q(a)Q(b) 的一阶

累积量。

同样地，三阶混合累积量可以由累积量生成函数给出，

c(Q(a)Q(b)Q(c)) = ∂(a)∂(b)∂(c)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

(3.56)
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Q(a) 的阶乘累积量生成函数定义为 [55, 57]：

Cf (s⃗) = ln

∑
−→
N

P (N⃗)
M∏
i=1

sNi
i

 = ln

〈
M∏
i=1

sNi
i

〉
(3.57)

因此，我们可以由 Q(a) 的阶乘累积量生成函数得到 m 阶阶乘累积量，

κm(Q(a)) = ∂̄m(a)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

(3.58)

公式3.58中出现的 ∂̄(a) 被定义为如下3.59式，

∂̄(a) =
M∑
i=1

ai
∂

∂si
(3.59)

Q(a) 的一阶阶乘累积量可以根据累积量生成函数计算如下，

κ1(Q(a)) = ∂̄(a)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

ak

∂ln

〈
M∏
i=1

sNi
i

〉
∂sk

∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

ak

〈
M∏

j=1,j ̸=k

Nks
Nk−1
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

ak ⟨Nk⟩

(3.60)

把3.60式与3.60式对比可以看出 Q(a) 的一阶阶乘累积量等于一阶累积量，这与之前讨

论过的单变量情况是一致的。
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接下来计算一下 Q(a) 的二阶阶乘累积量，

κ2(Q(a)) = ∂̄(a)∂̄(a)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

M∑
l=1

akal
∂

∂sl

∂

∂sk
ln

〈
M∏
i=1

sNi
i

〉∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

M∑
l=1

akal
∂

∂sl

〈
M∏

j=1,j ̸=k

Nks
Nk−1
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

M∑
l=1

akal

−
〈

M∏
j=1,j ̸=l

Nls
Nl−1
l s

Nj

j

〉〈
M∏

j=1,j ̸=k

Nks
Nk−1
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

+
M∑
k=1

M∑
l=1,l ̸=k

akal


〈

M∏
j=1,j ̸=k,l

Nks
Nk−1
k Nls

Nl−1
l s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

+
M∑
k=1

akak


〈

M∏
j=1,j ̸=k

Nk(Nk − 1)sNk−2
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

= −
M∑
k=1

M∑
l=1

akal ⟨Nk⟩ ⟨Nl⟩+
M∑
k=1

M∑
l=1,l ̸=k

akal ⟨NkNl⟩+
M∑
k=1

a2k ⟨Nk(Nk − 1)⟩

= −
M∑
k=1

M∑
l=1

akal ⟨Nk⟩ ⟨Nl⟩+
M∑
k=1

M∑
l=1

akal ⟨NkNl⟩ −
M∑
k=1

a2k ⟨Nk⟩

(3.61)

把二阶阶乘累积量3.61的表达式与一阶累积量表达式3.50式以及二阶累积量表达式3.51式
比较可以得到它们之间的关系：

κ2(Q(a)) = c2(Q(a))− c1(Q(a2)) (3.62)
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其中，

Q(a2) =
M∑
i=1

a2iNi (3.63)

同样，我们也可以计算混合阶乘累积量，

κ(Q(a)Q(b)) = ∂̄(a)∂̄(b)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

M∑
l=1

akbl
∂

∂sl

∂

∂sk
ln

〈
M∏
i=1

sNi
i

〉∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

M∑
l=1

akbl
∂

∂sl

〈
M∏

j=1,j ̸=k

Nks
Nk−1
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
k=1

M∑
l=1

akbl

−
〈

M∏
j=1,j ̸=l

Nls
Nl−1
l s

Nj

j

〉〈
M∏

j=1,j ̸=k

Nks
Nk−1
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

+
M∑
k=1

M∑
l=1,l ̸=k

akbl


〈

M∏
j=1,j ̸=k,l

Nks
Nk−1
k Nls

Nl−1
l s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

+
M∑
k=1

akbk


〈

M∏
j=1,j ̸=k

Nk(Nk − 1)sNk−2
k s

Nj

j

〉
〈

M∏
i=1

sNi
i

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s⃗=1

= −
M∑
k=1

M∑
l=1

akbl ⟨Nk⟩ ⟨Nl⟩+
M∑
k=1

M∑
l=1,l ̸=k

akbl ⟨NkNl⟩+
M∑
k=1

akbk ⟨Nk(Nk − 1)⟩

= −
M∑
k=1

M∑
l=1

akbl ⟨Nk⟩ ⟨Nl⟩+
M∑
k=1

M∑
l=1

akbl ⟨NkNl⟩ −
M∑
k=1

akbk ⟨Nk⟩

(3.64)

对于多变量情况下的累积量与阶乘累积量之间的关系，通过之前前两阶的计算我

们可以得到一阶累积量等于一阶阶乘累积量，而二阶阶乘累积量与累积量之间的关

系为公式3.62。
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现在，我们从累积量与阶乘累积量的生成函数出发，推导累积量和阶乘累积量之

间的关系。对于单变量的情况我们在3.3节 累积量和阶乘累积量中已经做了讨论，这
里所用到的方法和之前类似，都是通过生成函数之间的关系来推导累积量之间的关

系，即 C (⃗t) 和 Cf (s⃗) 可以通过变量替换 si = eti 来相互连系，从多变量累积量生成

函数3.47式出发，通过变量代换我们得到如下关系：

C (⃗t) = ln

∑
−→
N

et1N1+t2N2+...+tMNMP (
−→
N )

 = ln

∑
−→
N

e

M∑
i=1

tiNi

P (
−→
N )



= ln

∑
−→
N

e

M∑
i=1

lnsiNi

P (
−→
N )

 = ln

∑
−→
N

M∏
i=1

elnsiNiP (
−→
N )



= ln

∑
−→
N

M∏
i=1

sNi
i P (

−→
N )

 = Cf (s⃗)

(3.65)

因此，一阶累积量和阶乘累积量之间的关系计算如下，

c1(Q(a)) = ∂(a)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai
∂C (⃗t)

∂ti

∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai
∂si
∂ti

∂C (⃗t)

∂si

∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑
i=1

ai si
∂Cf (s⃗)

∂si

∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
i=1

ai
∂Cf (s⃗)

∂si

∣∣∣∣
s⃗=1

= ∂̄(a)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

= κ1(Q(a))

(3.66)
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二阶混合累积量和阶乘累积量之间的关系计算如下，

c(Q(a)Q(b)) = ∂(a)∂(b)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

=

(
M∑
i=1

ai
∂

∂ti

)(
M∑
j=1

bj
∂

∂tj

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=

(
M∑
i=1

ai
∂si
∂ti

∂

∂si

)(
M∑
j=1

bj
∂sj
∂tj

∂

∂sj

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑

i,j=1

aibj

(
si
∂

∂si

)(
sj

∂

∂sj

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑

i,j=1

aibjsisj
∂

∂si

∂

∂sj
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

+
M∑

i,j=1

aibj

(
si
∂sj
∂si

)(
∂

∂sj

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑

i,j=1

aibjsisj
∂

∂si

∂

∂sj
Cf (s⃗)

∣∣∣∣∣
s⃗=1

+
M∑

i,j=1

aibjsiδi,j
∂

∂sj
Cf (s⃗)

∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑

i,j=1

aibjsisj
∂

∂si

∂

∂sj
Cf (s⃗)

∣∣∣∣∣
s⃗=1

+
M∑
i=1

aibisi
∂

∂si
Cf (s⃗)

∣∣∣∣∣
s⃗=1

= ∂̄(a)∂̄(b)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

+ ∂̄(ab)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

= κ(Q(a)Q(b)) + κ1(Q(ab))

(3.67)

其中，

∂̄(ab) =
M∑
i=1

aibi
∂

∂si
(3.68)

Q(ab) =
M∑
i=1

aibiNi (3.69)

令 Q(a) = Q(b) 公式3.67就得到二阶阶乘累积量与累积量之间的关系。
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接下来让我们来讨论三阶混合累积量和阶乘累积量之间的关系，

c(Q(a)Q(b)Q(c)) = ∂(a)∂(b)∂(c)C (⃗t)
∣∣
t⃗=0

=

(
M∑
i=1

ai
∂

∂ti

)(
M∑
j=1

bj
∂

∂tj

)(
M∑
k=1

cj
∂

∂tk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=

(
M∑
i=1

ai
∂si
∂ti

∂

∂si

)(
M∑
j=1

bj
∂sj
∂tj

∂

∂sj

)(
M∑
k=1

ck
∂sk
∂tk

∂

∂sk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑

i,j,k=1

aibjck

(
si
∂

∂si

)(
sj

∂

∂sj

)(
sk

∂

∂sk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=
M∑

i,j,k=1

aibjcksi
∂

∂si
sj

(
δj,k

∂

∂sk
+ sk

∂

∂sj

∂

∂sk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=

(
M∑

i,j=1

aibjcjsi
∂

∂si
sj

∂

∂sj
+

M∑
i,j,k=1

aibjcksi
∂

∂si
sjsk

∂

∂sj

∂

∂sk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=

(
M∑

i,j=1

aibjcjsiδi,j
∂

∂sj
+

M∑
i,j=1

aibjcjsisj
∂

∂si

∂

∂sj
+

M∑
i,j,k=1

aibjcksiδi,jsk
∂

∂sj

∂

∂sk
+

M∑
i,j,k=1

aibjcksiδi,ksj
∂

∂sj

∂

∂sk
+

M∑
i,j,k=1

aibjcksisjsk
∂

∂si

∂

∂sj

∂

∂sk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

=

(
M∑
i=1

aibicisi
∂

∂si
+

M∑
i,j=1

aibjcjsisj
∂

∂si

∂

∂sj
+

M∑
i,k=1

aibicksisk
∂

∂si

∂

∂sk
+

M∑
i,j=1

aibjcisisj
∂

∂sj

∂

∂si
+

M∑
i,j,k=1

aibjcksisjsk
∂

∂si

∂

∂sj

∂

∂sk

)
C (⃗t)

∣∣∣∣∣
t⃗=0

= ∂̄(abc)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

+ ∂̄(a)∂̄(bc)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

+ ∂̄(ab)∂̄(c)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

+ ∂̄(ac)∂̄(b)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

+ ∂̄(a)∂̄(b)∂̄(c)Cf (s⃗)
∣∣
s⃗=1

= κ1(Q(abc)) + κ(Q(a)Q(bc)) + κ(Q(ab)Q(c)) + κ(Q(ac)Q(b)) + κ(Q(a)Q(b)Q(c))

(3.70)
可以用完全相同的方式计算四阶混合累积量和阶乘累积量之间的关系，其计算过程
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比较冗长，只在这里给出结果 [55]，

c(Q(a)Q(b)Q(c)Q(d)) = κ(Q(a)Q(b)Q(c)Q(d))

+ κ(Q(a)Q(b)Q(cd)) + κ(Q(a)Q(d)Q(bc)) + κ(Q(a)Q(c)Q(bd))

+ κ(Q(b)Q(c)Q(ad)) + κ(Q(b)Q(d)Q(ac)) + κ(Q(c)Q(d)Q(ab))

+ κ(Q(a)Q(bcd)) + κ(Q(b)Q(acd)) + κ(Q(c)Q(abd)) + κ(Q(d)Q(abc))

+ κ(Q(ab)Q(cd)) + κ(Q(ac)Q(bd)) + κ(Q(ad)Q(bc)) + κ1(Q(abcd))

(3.71)

可以使用同样的方法，把阶乘累积量用累积量表示出来；或者已经知道了前四阶累

积量和阶乘累积量之间的关系式3.66-3.71，我们可以反解出用累积量表示的阶乘累积
量。我在这里列出了前四阶用累积量表示的阶乘累积量，在做效率修正时会使用到它

们 [55]。
κ1(Q(a)) = c1(Q(a)) (3.72)

κ(Q(a)Q(b)) = c(Q(a)Q(b))− c1(Q(ab)) (3.73)

κ(Q(a)Q(b)Q(c)) =c(Q(a)Q(b)Q(c))− c(Q(a)Q(bc))− c(Q(b)Q(ac))

− C(Q(c)Q(ab)) + 2C(Q(abc))
(3.74)

κ(Q(a)Q(b)Q(c)Q(d)) = c(Q(a)Q(b)Q(c)Q(d))

− c(Q(a)Q(b)Q(cd))− c(Q(a)Q(d)Q(bc))− c(Q(a)Q(c)Q(bd))

− c(Q(b)Q(c)Q(ad))− c(Q(b)Q(d)Q(ac))− c(Q(c)Q(d)Q(ab))

+ 2c(Q(a)Q(bcd)) + 2c(Q(b)Q(acd)) + 2c(Q(c)Q(abd)) + 2c(Q(d)Q(abc))

+ c(Q(ab)Q(cd)) + c(Q(ac)Q(bd)) + c(Q(ad)Q(bc))− 6c1(Q(abcd))

(3.75)

当想计算 Q(a) 的高阶阶乘累积量与累积量之间的关系时，只要令3.72式到3.75式中的
b、c、d 等都等于 a 即可。
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第四章 实验数据分析

本章介绍实验数据的分析，我们分析的数据来自 STAR 合作组能量扫描工程二期
(BESII) 在 2018 年采集的质心系能量为 √

sNN=27 GeV 的金核 + 金核对心碰撞的数
据。

4.1 事例挑选

由于 STAR 采集的金核 + 金核 √
sNN=27 GeV 碰撞事例的数据量达到十亿数量

级，对每个事例数据的采集情况有好有坏，因此我们需要对采集到的数据进行筛选，

去除那些数据采集出现问题的事例，从而挑选出数据采集没有问题的事例，即好的事

例组成事例样本进行分析。

挑选好的事例的过程叫做 Event Quality Assurance(Event QA)，我们可以把它叫
做事例质量检验，或者事例挑选。

RHIC 把束流注入、加速、保持运行的这段时间称为一个 “fill”, 其时间大约 10 个
小时左右。之后由于碰撞时束流亮度降低以及准直等问题，会由值班的工作人员把这

个 fill去除掉，重新注入新的束流。由于在每个 fill时间段内产生大量的数据，为了防
止磁盘溢出同时为了避免采集数据时出现问题而导致整个 fill 的数据浪费掉，STAR
会在每个 fill 内分多段采集数据。STAR 以 run 为单位采集数据，每个 run 大约持续
30 分钟，每个 run 都有固定的编号，STAR 将其称为 runnumber。对于每个 run 都
有日志文件记录每个 run 数据采集时出现的问题，我们可以查阅日志文件来判断这
个 run 是否是有问题。同时我们会在每个 run 内计算一些物理量事例平均的平均值，
如赝快度、横动量等，或者一些物理量的平均值，如带电粒子多重数、TofMatch 等。
对于那些平均值明显偏离整体的 run，我们也把它们当做有问题的 run 而剔除掉。每
个 run 会有很多对粒子发生碰撞，每一对粒子发生碰撞就是我们这里所说的一个事
例。当发现某个 run 有问题时就会把整个 run 的事例都剔除掉。
除此之外，对于本分析，我们还使用了以下的筛选条件来进行事例挑选。在沿着

束流管方向即纵向上，主碰撞顶点位置要求选择距离 TPC 探测器中心小于 30 cm,
即 |Vz| < 30 cm，这样可以确保探测器覆盖在理想的范围内，并且可以确保探测器的
探测效率的一致性；在束流管横向上要求 |Vr| =

√
V 2
x + V 2

y < 2 cm，这是为了剔除
金原子核与束流管或其他材料相互作用时出现的伪事例。当亮度很高时，可能会导致

事例堆积 (Pileup) 效应。事例堆积效应是说记录的一个事例中实际上包含了多于一
个单一碰撞事例。这是由于 TPC 的响应比较慢，如果在短时间内发生多于一次碰撞,
TPC 并不能区分它们而是把这些碰撞记录为一次碰撞。由于堆积事例包含了不止一
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个碰撞，因此它的粒子多重数会明显高于真实的事例，这显然会对我们计算粒子多重

数分布的累积量造成影响，因此在事例挑选中要去除 Pileup事例。我们通过 TPC测
得的参考带电粒子多重数 (RefMult) 和打到 TOF 上带电粒子数量 (TofMatch) 之间
的关系来剔除堆积事例。

我把本分析中所用的
√
sNN=27 GeV 金核 + 金核碰撞中用于事例挑选的判选条

件列在了表4.1中。

表 4.1: √
sNN=27 GeV 金核 + 金核碰撞中用于事例挑选的判选条件

Triggersetupname= 27GeV_production_2018
Production= P19ib
Trigger Ids = 610001, 610011, 610021, 610031,610041, 610051

|Vz| < 30 cm
Vr < 2 cm

Badrun removal
Pileup events removal

图4.1是带电粒子位置坐标第三分量 Vz 的分布，黑色的线是加判选条件 (cut) 之
前，红色的线是加 cut(|Vz| < 30 cm) 之后。图4.2是加过 Vr < 2 cm cut 之后带电粒
子位置坐标在 x-y 平面内的分布情况。

图 4.1: 带电粒子位置坐标第三分量 Vz 的分布，黑色的线是加判选条件 (cut) 之前，
红色的线是加 cut(|Vz| < 30 cm) 之后。
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图 4.2: 加过 Vr < 2 cm cut 之后带电粒子位置坐标在 x-y 平面内的分布。

我们使用 RefMult 和 TofMatch 之间的关系来去除堆积事例，如图4.3所示，这两
条红线是我们使用的筛选条件。

图 4.3: RefMult vs. TofMatch 分布用来去除堆积事例。

按照表4.1加上相应的判选条件之后，保留下来的事例就是我们选取的样本，图4.4是
加了每个 cut 后有多少百分比的事例会保留下来。
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图 4.4: 加了每个 cut 后有多少百分比的事例会保存下来。

4.2 K 介子径迹挑选与鉴别

在本分析中我们测量了 K+、K−、Λ和 Λ̄粒子的多重数分布情况，并计算净 (K+
Λ) 分布的前四阶累积量。K 介子 (K+ 和 K−) 用 TPC 和 TOF 来鉴别，同时我们在
横动量区间为 0.4 < pT < 1.6 GeV/c 范围内，快度区间为-0.5<y<0.5 范围内挑选 K
介子。质子 (p±) 和 π 介子 (π±) 也被筛选出来用于重建 Λ 和 Λ̄。首先我把分析中用

到的 K 介子的径迹挑选和粒子鉴别条件列在表4.2中。

表 4.2: 分析中用到的 K 介子的径迹挑选和粒子鉴别条件

横动量 (pT ) 0.4 到 1.6 GeV/c

快度 (y) -0.5 到 0.5

nFitPoints > 15

DCA < 1 cm

nFitpnts/nFitPoss > 0.52

nhitsdedx > 5

TPC |nσK | < 2 and |nσπ| > 2

TOF 0.15 < m2 < 0.4 GeV 2/c4

动量 p < 2.0 GeV/c
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分析中所用到的所有的 K 介子径迹都是在快度为-0.5 到 0.5，横动量为 0.4 到 1.6
GeV/c 的范围内，在这个横向动量范围内，STAR 对 K 介子有很好的鉴别能力 [58]。
对于每个事例发生碰撞的点我们称为主碰撞顶点 (Primary Vertex), 发生碰撞之后会
产生许多粒子，他们其中的好多粒子会发生衰变产生次级粒子，为了减少次级带电粒

子的污染，我们会选择最接近主碰撞顶点的距离 (DCA) 小于 1cm 的径迹。在 TPC
探测器中，一条径迹最多可以有 45 个击中点。在本文分析中，我们挑选使用了最少
15 个击中点作为拟合点进行拟合从而重建出的径迹，即 nFitPoints > 15。由于一条
径迹最多可以有 45 个击中点，而我们挑选的拟合点的下限为 15，为了避免分裂径迹
的重复记数，我们增加了筛选条件，径迹重建所用到的拟合点相对于该径迹所有可能

的拟合点的占比要大于 52%, 即 nFitpnts/nFitPoss > 0.52。

图4.5和图4.6是径迹分布的信息，这里展示了横动量 Pt分布、快度 y分布、nfit分
布、nhits分布、nhitsdedx分布、nFitPoss分布、dca分布、RefMult2分布、RefMult
分布、nBTOFMatch 分布。

STAR探测器能够实现在中等赝快度且 2π 方位角接收区间的覆盖，并且在这个接
收区间内具有出色的粒子鉴别能力。对于 K 介子的鉴别，用到了时间投影室 (TPC)
的电离能损（dE/dx）机制和结合飞行时间 (TOF)探测器测得的粒子的质量。图4.7是
金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下径迹的电离能损 dE/dx 关于动量乘以电荷的二维分
布图，之所以要乘以电荷是为了可以在图中明显地区分出正反粒子。从图中可以明显

看出，使用 TPC 进行粒子鉴别时，在低动量区间每种粒子都可以观察到不同的粒子
带，此时我们可以利用 TPC 对粒子进行很好地鉴别。但当动量变大时，不同的粒子
带就混在了一起，此时仅用 TPC 并不能对粒子进行很好地鉴别，我们需要同时使用
TOF 探测器来进行粒子鉴别。

TOF探测器系统主要用于在更宽的动量范围内加强带电粒子鉴别能力。使用 TOF
探测器是通过间接测量径迹的质量来完成的粒子鉴别的。TOF系统给出飞行时间 ∆t，
TPC 给出动量 p 和路径长度 s。由飞行时间 ∆t 和动量 p, 利用公式2.5可以算出 β,
式中 c 是指真空中的光速。并由质量和 β 之间的关系2.6算出质量。

图4.7是金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 TOF 质量平方关于电荷乘动量的二维分
布图。

我们把 TPC 和 TOF 探测器结合起来使用，能够将在横动量 0.4 至 1.6 GeV/c 范
围内的 K 介子、π 介子和质子进行良好的粒子鉴别。而在本分析中，我们使用的横
向动量接受范围就是 0.4 < pT < 1.6 GeV/c。
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(a) Pt 分布 (b) 快度 y 分布

(c) nfit 分布 (d) nhits 分布

(e) nhitsdedx 分布 (f) nFitPoss 分布

图 4.5: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下横动量 Pt , 快度 y , nfit , nhits , nhitsdedx
和 nFitPoss 的分布图。
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(a) dca 分布 (b) RefMult2 分布

(c) RefMult 分布 (d) nBTOFMatch 分布

图 4.6: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 dca , RefMult2 , RefMult , nBTOFMatch 分
布图

图 4.7: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下径迹的电离能损 dE/dx 关于动量乘以电荷的
的二维分布图。
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图 4.8: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 TOF 质量平方关于电荷乘动量的分布。

4.3 Λ 超子的重建

在本文中我们测量了 K+, K−, Λ 和 Λ̄ 的多重数分布，以此来计算净-(K+Λ) 的累
积量。

Λ 是由一个上夸克、一个下夸克和一个奇异夸克组成，它属于重子。强子可以分

为重子和介子，重子由三个夸克或三个反夸克组成，介子由一个夸克和一个反夸克组

成。Λ 也属于奇异粒子，它的奇异之处在于它是由强相互作用产生，而由弱相互作用

衰变。Λ是一种电中性粒子。由于 Λ不带电并在产生之后短时间内衰变，因此 STAR
探测器无法直接探测到它，而是通过其衰变产物重建出 Λ。它衰变为质子和 π 介子，

分支比为 63.9%[59]。

Λ −→ p+ + π−

Λ̄ −→ p− + π+
(4.1)

我们知道 Λ 超子包含 u、d、s 夸克，但 p+ 包含 u、u、d 夸克，π− 含有 d、ū 夸
克。因此，我们可以确定方程4.1属于弱相互作用，因为只有弱相互作用才能允许净 s
夸克不守恒。

由式4.1可知，我们首先要挑选出质子和 π 介子用于 Λ 和 Λ̄ 的重建。p+ 和 π− 用

于重建 Λ，p− 和 π+ 用于重建 Λ̄。

为了理解如何重建 Λ，我们首先介绍一下不变质量，它也被称为内秉质量或固有

质量。对于单个粒子，这里的不变是指当从一个参考系变换到另一个参考系统时，粒

子的质量在洛伦兹变换下保持不变。也就是说，单个粒子的质量在所有坐标系中都是

恒定的。因此可以看出不变质量是粒子的内秉属性，是某个粒子区别于其它粒子的一
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个重要特征，与你在哪个参考系中观察无关，因此可以用它来作为粒子鉴别的特征物

理量之一。因此我们就用衰变产物的质量和动量来计算衰变粒子的不变质量。众所周

知，能量和动量组成一个洛伦兹四矢量 pµ = (E, p⃗)。

p2 = pµpµgµν = pµpµ = E2 − p⃗ 2 = m2
0 (4.2)

令两个坐标系的坐标轴分别平行且两个坐标系相对运动的方向沿 x 轴方向，洛伦兹
变换可以用4.3来表示。

pµ −→ p′µ = Λµ
νp

ν (4.3)

其中，Λµ
ν 为洛伦兹变换矩阵表示为：

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (4.4)

根据四动量从一个坐标系变换到另一个坐标系的变换规则，即洛伦兹变换公式4.3。
静止质量的平方坐标变换如下，

p′2 = p′µp′νgµν = Λµ
αΛ

ν
βgµνp

αpβ = gαβp
αpβ = p2 = m2

0 (4.5)

公式4.5表明了单粒子的静止质量从一个坐标系变换到另一个坐标系在洛伦兹变换4.3下
是不变的。

以上的讨论是针对单粒子的情况，对于多粒子系统，它们的总能量和总动量组成

一个洛伦兹四矢量。当粒子之间没有相互作用时，洛伦兹不变量依然存在(∑
i

Ei

)2

−

(∑
i

p⃗i

)2

= constant (4.6)

在质心系中
∑
i

p⃗∗i = 0, 这个常数等于 E∗2。通常，这个常数不等于系统的总质量平方

M2
0。然而，如果多粒子系统是由单个母粒子（我们用其质量 M0 来标记它）衰变产

生的，则该常数等于母粒子总静止质量的平方 M2
0，M0 被称为这个多粒子系统的不

变质量。这个比较容易理解，因为如果这些粒子是由一个粒子衰变而来，根据相对论

碰撞中动量守恒和能量守恒，
∑
i

Ei 必然等于衰变粒子的能量，而
∑
i

p⃗i 必然等于衰

变粒子的动量，因此根据4.2式, 4.6式中的常数必为衰变粒子静止质量的平方。
根据以上的分析，对于 Λ 衰变为 p+ 和 π− 的反应，我们把同一个事例中所有的

p+ 和 π− 配对，并根据方程4.7计算方程4.6中的常量。如果 p+ 和 π− 从 Λ 衰变，则

常数应为 Λ 不变质量的平方。
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(Ep+ + Eπ−)2 − (p⃗p+ + p⃗π−)2 = constant (4.7)

方程4.7中使用了单个粒子能量和动量之间的关系

Ep+ =
√
p⃗ 2
p+ +m2

p+

Eπ− =
√
p⃗ 2
π− +m2

π−

(4.8)

这里注意由同一个 Λ 衰变而来的 p+ 和 π−，利用公式4.7计算得到的常量一定是
Λ 不变质量的平方，但反过来，任意一个 p+ 和一个 π− 利用公式4.7计算得到的常量
即使是 Λ 不变质量的平方，也不一定能确定这两个粒子就是由 Λ 衰变而来，这可能

是由于随机巧合等原因，由公式4.7计算出来的常量刚好是 Λ 质量的平方，因此为了

去除这种情况，我们还会加一些拓扑筛选条件。但是如果由公式4.7计算得到的常量
不是 Λ 不变质量的平方则这两个粒子一定不是由 Λ 衰变而来。

这里需要注意粒子的质量并不总是一个固定的值，它可以取不同的值。粒子质量

取不同值的概率遵循一定的分布。最有可能的值是中心值 M0，也就是我们所说的粒

子质量。这种质量的不确定性被称为粒子的质量宽度。我们可以这样理解，根据量子

力学中的不确定性原理，粒子寿命 τ 和能量宽度 Γ 之间存在如下关系：

Γτ ∼ h̄ (4.9)

在粒子自身的坐标系中，能量等于其静止质量。通过4.9可以看出寿命越短，质量宽
度就越大。因此，对于一些短寿命粒子来说，它们的质量不是一个固定的值，而是有

一个质量宽度且服从一定的分布。因此，我们可以通过填充粒子质量分布的直方图来

找到这种粒子。

4.3.1 Λ 超子的重建方法及拓扑筛选条件

Λ (Λ̄) 粒子重建时要用到次级粒子，包括质子 p+ (p−) 和 π 介子 π− (π+)。为了鉴
别重建所需要的次级粒子质子和 π 介子，我们使用了带电粒子在 STAR 时间投影室
(TPC) 中气体的电离能损来鉴别这些带电粒子。
在鉴别这些粒子之前我们当然要像鉴别 K 介子那样首先进行事例挑选, 事例挑

选已经在4.1节讨论过，其挑选出来的好的事例用来作为样本来估计净-K、净-Λ 和
净-(K+Λ) 的分布。
就像鉴别 K 介子时那样，挑选出好的事例之后我们还要对径迹做一个筛选以此来

提高重建出来的 Λ 的纯度。对于质子和 π 介子我们使用的径迹筛选条件和 K 介子略
有不同。
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我们挑选径迹的横动量 (pT ) > 0.05 GeV/c 且快度 (|y|) < 1.0。在 TPC 探测器中，
一条径迹最多可以有 45 个击中点，我们挑选使用了最少 15 个击中点作为拟合点进
行拟合从而重建出的径迹，即 nFitPoints > 15。由于一条径迹最多可以有 45 个击中
点，而我们挑选的拟合点的下限为 15，为了避免分裂径迹的重复记数，我们增加了
筛选条件，径迹重建所用到的拟合点相对于该径迹所有可能的拟合点的占比要大于

52%, 即 nFitpnts/nFitPoss > 0.52。计算出每单位长度相应的电离能量损失 (dE/dx)
所需的最少击中点数为 5个。挑选出好的径迹之后我们还要对径迹进行鉴别，以筛选
出重建所需要的 p+、p− 和 π−、π+，我们使用 TPC探测器中的电离能损来鉴别质子
和 π 介子。我们使用的筛选条件为 |nσp| < 2 和 |nσπ| < 2。挑选出质子和 π 介子之

后我们再根据电荷的正负来判断是 p+ 还是 p− 或者是 π− 还是 π+。

表4.3是重建 Λ 所需的质子和 π 介子径迹筛选条件，按照表格所列的条件筛选出

所需的径迹并鉴别出粒子径迹之后，我们就开始重建 Λ 粒子。

表 4.3: 重建 Λ 所需的质子和 π 介子径迹筛选条件

横动量 (pT ) > 0.05 GeV/c

快度 (|y|) < 1.0

nFitPoints > 15

nhitsdedx > 5

nFitpnts/nFitPoss > 0.52

|nσp| < 2

|nσπ| < 2

先来看一下 Λ 衰变的拓扑结构，从示意图4.9中可以看到在金核 + 金核碰撞中，
两个金核在主碰撞顶点（PV）碰撞，碰撞将产生大量粒子，包括 Λ 和 Λ̄，由于 Λ(Λ̄)
不带电因此它们将沿直线飞行一段时间，然后衰变。它的衰变顶点记为 V0 点，由于
TPC 中存在均匀的磁场和电场，因此衰变产生的 p+ 和 π−(p− 和 π+) 在 TPC 中沿
着螺旋线飞行。

下面介绍重建 Λ 的步骤。如前所述，为了重建 Λ(Λ̄)，我们需要首先挑选出 p+ 径

迹和 π− 径迹 (p− 径迹和 π+ 径迹)。通过这些径迹结合磁场强度，我们就可以得到质
子螺旋线和 π 介子螺旋线。对于每个 p+ 螺旋线，我们将其与该事例中的所有 π− 螺

旋线逐一进行配对, 并假设这两个粒子螺旋线是由同一个 Λ 衰变而来，然后再根据 Λ

衰变的拓扑结构加上拓扑筛选条件来剔除背景。

当每次配对时，我们首先找到 p+ 螺旋线上最靠近 π− 螺旋线的点的三维坐标，类

似地，也可以找到 π− 螺旋线上最靠近 p+ 螺旋线的点的三维坐标。把这两个三维坐
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图 4.9: Lambda 衰变拓扑结构图。

标相减得到一个三维矢量，然后计算这个矢量的模就得到 p+ 螺旋线与 π− 螺旋线最
接近的距离，通常我们把它称为 dca2，在图4.9中标记为 4。由于我们已经知道质子
径迹、π 介子径迹和主碰撞顶点，我们可以得到质子到主碰撞顶点的最接近的距离

DCAp 和 π 介子到主碰撞顶点的最接近的距离 DCAπ，我们在图4.9中分别标记为 2
和 3。
由于假设这两个螺旋线是由同一个 Λ 衰变而来，我们把两个螺旋线上两个最接近

彼此点的中间认为是 Λ 的衰变点。那么可以得到从主碰撞顶点到 Λ 衰变点的飞行距

离矢量 r⃗，它的模称为 Λ 衰变距离。接下来重建 Λ 的洛伦兹四动量，我们也可以从

探测器读到质子和 π 介子螺旋线在最接近彼此点的动量，我们认为这个点的动量就

是质子和 π 介子刚由 Λ 衰变时的动量，结合质子和 π 介子的质量是已知的，因此就

可以得到质子和 π 介子的洛伦兹四动量，因为假设这两个粒子由同一个 Λ 衰变而来，

由能量守恒与动量守恒，就可以得到 Λ 的洛伦兹四动量 pµΛ:

pµΛ = (EΛ, p⃗Λ) = (Ep+π, p⃗p+π) (4.10)

由 Λ 的洛伦兹四动量，利用公式4.2就可以得到 Λ 的不变质量。

p2Λ = E2
Λ − p⃗ 2

Λ = m2
Λ (4.11)

由于我们知道 Λ 的衰变点、Λ 的飞行距离矢量 r⃗ 和 Λ 的动量方向，我们可以找到 Λ

的动量方向上距离主碰撞顶点最接近的点，用主碰撞顶点位置坐标减去这个点位置
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坐标得到一个三维矢量，然后对这个矢量求模就可以得到 Λ 到主碰撞顶点的最接近

的距离。我们把这个距离称为 dcav0，我们在图4.9中将其标记为 1。
这里只是假设任意一对质子和 π 介子是由同一个 Λ 粒子衰变而来，实际情况可

能是这两个粒子是毫不相干，因此由以上步骤计算出来所谓的 Λ 的质量并不一定真

的就等于 Λ 的质量，它可能只是任意挑选了两个无关的质子和 π 介子，并如前文所

述操作计算出了 Λ 的四动量，并由此计算出所谓的 Λ 的质量。这和之前对公式4.7的
讨论是一致的，我们可以看到这里的 EΛ 就是公式4.7中的

∑
i

Ei、p⃗Λ 就是公式4.7中

的
∑
i

p⃗i，因此这里算出来的 Λ 的质量就是公式4.7中，当两个粒子情况时洛伦兹不变

量的开方。

若这个洛伦兹不变量不是 Λ质量的平方，则这两个径迹必定不是由同一个 Λ衰变

而来。由于 Λ 粒子质量不是一个确定的值，我们选择 Λ 质量窗口为：1.112 < mΛ <
1.12 GeV /c2。如之前所讨论，即使这个所谓的 Λ 的质量在我们所选的质量窗口区间，

也不能确定这两个粒子就是由同一个 Λ 衰变而来，这可能是由于随机巧合把两个不

是同一个 Λ 衰变而来的质子和 π 介子配对在一起利用公式4.11算出来的所谓的 Λ 的

质量刚好落在 Λ 质量窗口，我们把这种情况下所谓的 Λ 叫做背景。因此还要加一些

拓扑筛选条件来剪除由于这种重建方法引入的背景。现在来看一下拓扑筛选条件。

• 首先，主碰撞顶点产生 Λ 的的动量方向 (p⃗) 和飞行方向 (r⃗) 应该是一致的，我
们加了一个比较宽松的筛选条件 r⃗ · p⃗ > 0。此外，我们还要求 Λ 到主碰撞顶点

的最接近的距离 (dcav0) 要小于 0.5 cm。

• 在主碰撞顶点产生 Λ 后，它将会飞行一段距离，然后衰变成 p+ 和 π−。之后带

电的衰变产物在均匀的电磁场中沿着螺旋线飞行，因此质子螺旋线到主碰撞顶

点的最近的距离 DCAp 应该大于一定的值。因此，需要对其施加了一个下限。

在分析中，我们使用质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离大于 0.5 cm。

• 类似地，衰变产物 π− 螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离 DCAπ 也应该大于一

定的值。因此，也应该对其施加了一个下限。在分析中，我们使用 π 介子螺旋

线到主碰撞顶点的最近的距离大于 1.5 cm。

• 然后，我们要求质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近的距离有个上限，因为衰变

产物 p+ 和 π− 来自同一点，因此这两个螺旋线应该只在一点重合。在分析中，

我们使用质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近的距离小于 0.6 cm。

• 最后，在主碰撞顶点产生 Λ 后，它将飞行一段距离，然后衰变，这个距离我们

称为衰变长度，我们限制它的下限，在分析中，我们要求它大于 3.0 cm。

在分析中，我们选择了横向动量范围 0.4 < pT < 1.6GeV /c 且快度区间 |y| < 0.5

的相空间。在表4.4中我们列出了拓扑筛选条件还有横向动量和快度的选取区间。
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表 4.4: 重建 Λ 的拓扑筛选条件

Λ 到主碰撞顶点的最接近的距离 (dcav0) < 0.5 cm

质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离 > 0.5 cm

π 介子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离 > 1.5 cm

质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近的距离 < 0.6 cm

衰变长度 (L) > 3.0 cm

r⃗ · p⃗ > 0

Λ 的横动量 (pT ) 0.4 < pT < 1.6 GeV/c

Λ 的快度 (|y|) < 0.5

Λ 的质量 mΛ 1.112 < mΛ < 1.12 GeV /c2

4.3.2 Λ 超子的纯度

当我们重建 Λ时，可以使用各种拓扑筛选条件来减少 Λ的背景。但依旧会有少量

的背景混在 Λ 的不变质量谱中。图4.10展示了金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 9 个
不同中心度的 Λ 不变质量谱，图4.11展示了金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 9 个不
同中心度的 Λ̄ 不变质量谱。红色质量区间是我们选取的 Λ 信号窗口区间，蓝色质量

区间是我们选取的通过 side band 方法估计 Λ 纯度的区间。

所谓的 side band 方法是指，在 Λ 信号窗口区间左右两侧对称的位置各选择一段

区间，称为 side band 区间，用这两个区间的背景数目估计 Λ 信号窗口区间的背景数

目。我们认为背景主要来源于不是来自同一个 Λ衰变产生的任意两个 p+ 和 π−的随
机组合和粒子种类错判。

背景的质量分布是线性的，所以如果选取关于 Λ 信号窗口左右两侧对称且每一

侧质量宽度与信号窗口质量宽度相同的 side band 区间，那么左右 side band 区间背
景数目的平均值可以被认为是信号窗口区间的背景数。这里对 side band 区间的选取
也有一定的要求。它不应该太靠近信号区间，因为 Λ 的质量分布本来就有一个宽度，

当太靠近信号区间时这里本来就会有较多真正的 Λ 信号，这样用来估计背景的 side
band 区间就会包含较多的信号。同时 side band 区间也不能偏离信号区间太远，因
为如果离信号区间太远，side band 区间的背景又不能很好的反映信号区间的背景分
布情况。这里我列出了用于估计 Λ 纯度的信区间和 side band 区间：

• 信号区间: 1.112 - 1.12 GeV /c2

• 左 side band 区间: 1.092 - 1.10 GeV /c2
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(a) 中心度为 0-5% 时 Λ 的不变
质量谱

(b) 中心度为 5-10% 时 Λ 的不变
质量谱

(c) 中心度为 10-20% 时 Λ 的不
变质量谱

(d) 中心度为 20-30% 时 Λ 的不
变质量谱

(e) 中心度为 30-40% 时 Λ 的不
变质量谱

(f) 中心度为 40-50% 时 Λ 的不变
质量谱

(g) 中心度为 50-60% 时 Λ 的不
变质量谱

(h) 中心度为 60-70% 时 Λ 的不
变质量谱 60-70%

(i) 中心度为 70-80% 时 Λ 的不变
质量谱

图 4.10: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 9 种不同中心度的 Λ 不变质量谱
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(a) 中心度为 0-5% 时 Λ̄ 的不变
质量谱

(b) 中心度为 5-10% 时 Λ̄ 的不变
质量谱

(c) 中心度为 10-20% 时 Λ̄ 的不
变质量谱

(d) 中心度为 20-30% 时 Λ̄ 的不
变质量谱

(e) 中心度为 30-40% 时 Λ̄ 的不
变质量谱

(f) 中心度为 40-50% 时 Λ̄ 的不变
质量谱

(g) 中心度为 50-60% 时 Λ̄ 的不
变质量谱

(h) 中心度为 60-70% 时 Λ̄ 的不
变质量谱

(i) 中心度为 70-80% 时 Λ̄ 的不变
质量谱

图 4.11: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 9 种不同中心度的 Λ̄ 不变质量谱
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• 右 side band 区间:1.132 - 1.14 GeV /c2

纯度计算公式为4.12式，这里 NB 是信号窗口区间的背景数，我们可以通过计算

side band 区间背景的平均值来估计它。NS +NB 是信号区间的信号与背景数目之和。

所以纯度是 1 减去信号区间背景的比例。

purity = 1− NB

NS +NB

(4.12)

其中，NB 的计算公式为：

NB =
Wsignal

Wside band
·Nside band (4.13)

这里由于我们对于 side band 区间的选取，使得 Wsignal/Wside band =1/2，而 Nside band

是两侧 side band 区间总背景数，因而在这里我们说 NB 等于两侧 side band 区间总
背景数的平均值。

图4.12是金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下不同中心度时选取不同信号区间 Λ 的纯

度。图中横坐标表示不同的中心度，纵坐标是 Λ 的纯度值，不同颜色的标号代表我

们选取的 5 个不同的信号区间，分别是：1.11 ∼ 1.12GeV /c2，1.112 ∼ 1.12GeV /c2，

1.11568− 0.004 ∼ 1.11568+ 0.004GeV /c2，1.11568− 0.005 ∼ 1.11568+ 0.005GeV /c2，

1.11568− 0.006 ∼ 1.11568 + 0.006GeV /c2。图4.13是不同中心度下选取不同信号区间
Λ̄ 的纯度。从两个图中可以看出选择这个信号区间 Λ 的纯度比较高，所以在分析中，

我们最终选择信号区间为 1.112-1.12GeV /c2。

我把金核 + 金核 27 GeV碰撞能量下不同中心度下 Λ 和 Λ̄ 的纯度值列在表4.5中。

表 4.5: 不同中心度下 Λ 和 Λ̄ 的纯度

中心度 Λ 纯度 Λ̄ 纯度

0-5% 0.939621 0.939546
5-10% 0.952438 0.952377
10-20% 0.963862 0.96318
20-30% 0.974421 0.972945
30-40% 0.981652 0.980373
40-50% 0.986641 0.984703
50-60% 0.990051 0.988089
60-70% 0.992508 0.991082
70-80% 0.992387 0.992178
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图 4.12: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下不同中心度下选取不同信号区间 Λ 的纯度。

图 4.13: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下不同中心度下选取不同信号区间 Λ̄ 的纯度。
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4.4 对 K 介子和 Λ 效率的修正

4.4.1 二项式模型

在相对论重离子碰撞中，通常我们并不知道在每个事例中产生了多少个粒子，即

有多少个粒子向探测器打来，但每个事例中产生的粒子数目总是服从一个分布，我们

假设这个多重数分布是 P(N)(这里的变量 N 是离散的，它表示随机变量取某个值的
概率)，一般来说 P(N) 服从泊松分布。这里要注意打向探测器的粒子不一定都能被
探测器响应，因而不是所有打向探测器的粒子都能被探测到，也就是说探测器存在一

个探测效率的问题，其效率并不是百分之百，不能记录所有打向探测器的粒子。我们

只能知道最终探测器探测到的粒子，因此需要对探测器的效率做一个修正来还原每

个事例到底有多少个粒子产生。这里我们介绍效率修正的方法。

对于每个粒子，假设被探测到的概率为 p，未被探测到的概率就是 1-p，由此可以
看出对一个确定的粒子能不能被探测器探测到服从 (0-1) 分布。对于每个粒子能否被
探测到是一个独立的事件，与其它粒子能否被探测到无关，且每个粒子能否被探测到

服从相同的 (0-1) 分布。因此，当实际产生的 N 个粒子时，对 N 个粒子做探测相当
于做了一个 N 重伯努利试验，而被探测到的粒子数 n 服从二项分布（伯努利分布），
记为 Bp,N(n)，其形式如下：

Bp,N(n) =
N !

n!(N − n)!
pn(1− p)N−n (4.14)

可以看出 (0-1) 分布就是 N=1 时的二项分布。
我们用 n 表示每个事例中被探测到的粒子数，用 N 表示每个事例中实际产生的

粒子数，用 P̃ (n) 来表示探测到的粒子数量的分布，用 P(N) 表示实际产生的粒子数
量的分布。P(N) 和 P̃ (n) 之间的关系可以表示为 [60]:

P̃ (n) =
∑
N=n

P (N)Bp,N(n) (4.15)

对于4.15式我们可以这样理解，当实际产生的粒子数 N 确定时，探测到的粒子数
n 服从二项分布 Bp,N(n)。但实际上，各个事例中产生的粒子数 N 并不是一个不变的
常数，不同的事例产生的粒子数并不相同，因而无法预知在一个事例中产生的粒子数

N 的确切值，而只能知道 N 取不同值的概率。因此在一个事例中产生的粒子数服从
一个分布 P(N)。为了计算探测到的粒子数 n 的分布，我们应该对产生粒子数 N 取所
有可能的值时的情况求和，即，我们应该对有 1 个粒子产生 (其概率为 P(1)) 并且 n
个粒子被探测测到 (其概率为 Bp,1(n)) 的情况，有 2 个粒子产生 (其概率为 P(2)) 并
且 n 个粒子被探测测到 (其概率为 Bp,2(n)) 的情况,..., 求和。这里的求和可以一直到
无穷。
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很容易可以想到，探测到的粒子数 n 不可能大于产生的粒子数 N，这是显而易见
的。所以当探测到 n个粒子时，所有产生的粒子数 N小于 n的概率 P(N)将为 0，所
以我们可以认为从 N=n 求和到无穷大，当然也可以认为从 N=0 求和到无穷大，只
不过此时 N<n 时 P(N)=0。简而言之，我们使用全概率公式，将产生粒子数 N 取所
有可能值且被探测到的粒子数为 n 的情况求和，然后我们可以得到方程4.15。
使用3.32式，我们可以得到探测到的粒子数 n 的分布 P̃ (n) 的阶乘累积量生成函

数为：
C̃f (s) = ln

∑
n

P̃ (n)sn = ln
∑
n

∑
N=n

P (N)Bp,N(n)s
n

= ln
∑
n

∑
N=n

P (N)
N !

n!(N − n)!
pn(1− p)N−nsn

= ln
∑
n

∑
N=n

P (N)
N !

n!(N − n)!
(sp)n(1− p)N−n

= ln
∑
N

N∑
n=0

P (N)
N !

n!(N − n)!
(sp)n(1− p)N−n

= ln
∑
N

P (N)(1− p+ sp)N

= ln < (1− p+ sp)N >

= ln < s ′N >

= Cf (s
′)

(4.16)

其中，我们做了变量代换 s ′=1-p+sp。
可以看出在4.16式中，C̃f (s) 是探测到的粒子数 n 的阶乘累积量生成函数, Cf (s

′)

是实际产生的粒子数 N 的阶乘累积量生成函数，这里我们用随机变量 N 来代替方
程3.32中的随机变量 X。通常，我们用 X 表示连续型随机变量，用 N 表示离散型随
机变量。

利用方程3.32和方程4.16，我们可以得到探测到的粒子数 n 的分布 P̃ (n) 的一阶阶

乘累积量与实际产生的粒子数 N 的分布 P(N) 的一阶阶乘累积量之间的关系，

∂C̃f (s)

∂s
=
∂Cf (s

′)

∂s
=
∂Cf (s

′)

∂s ′
∂s ′

∂s
= p

∂Cf (s
′)

∂s ′ (4.17)

类似的，我们可以得到探测到的粒子数 n 的分布 P̃ (n) 的二阶阶乘累积量与实际

产生的粒子数 N 的分布 P(N) 的二阶阶乘累积量之间的关系，

∂2C̃f (s)

∂s2
=

∂

∂s

(
p
∂Cf (s

′)

∂s ′

)
= p

∂

∂s

∂Cf (s
′)

∂s ′

= p
∂s ′

∂s

∂2Cf (s
′)

∂s ′2 = p2
∂2Cf (s

′)

∂s ′

(4.18)
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同样，我们可以得到

∂mC̃f (s)

∂sm

∣∣∣∣∣
s=1

= pm
∂mCf (s

′)

∂s ′m

∣∣∣∣
s ′=1

(4.19)

注意，由于 s ′=1-p+sp，当 s 等于 1 时 s ′ 也等于 1，所以我们可以确保在4.19中当
s=1 时，s ′ 也等于 1。
利用阶乘累积量的定义式3.31，公式4.19可以变成，

κm(n) = pmκm(N) (4.20)

在公式4.20中，m 表示阶乘累积量的阶数，n 表示探测到的粒子的数量，N 表示实际
产生的粒子数量。

4.4.2 单变量情况下的效率修正

在上一节中已经介绍过，我们无法知道实际产生的粒子数量，只能知道探测到的

粒子数量，所以只能计算探测到的粒子数的累积量。但是怎样才能知道实际产生粒子

数的累积量呢？我们需要做效率修正，经过效率修正后，就可以知道实际产生粒子数

的累积量。

应该如何进行效率修正呢？我们可以利用在第4.4.1节中得到的阶乘累积量之间的
关系式4.20。因此，如果知道未校正的阶乘累积量，并且知道探测器的效率 p，就可
以知道校正后的阶积累积量，即实际产生的粒子数的累积量。因此，我们可以通过以

下步骤进行累积量效率修正：

• 首先，使用方程3.36 到 3.39将实际产生粒子数的累积量转换为阶乘累积量。

• 第二步，使用方程4.20将实际产生粒子数的阶乘累积量转换为探测到的粒子数
的累积量。

• 最后一步，使用方程3.40到 3.43将探测到的粒子数的阶乘累积量转换为累积量。

按照以上三个步骤，我把前四阶累积量修正的公式列在这里 [55]，

c1(N) = κ1(N) =
κ1(n)

p
=
c1(n)

p
(4.21)

c2(N) = κ2(N) + κ1(N) =
κ2(n)

p2
+
κ1(n)

p

=
c2(n)− c1(n)

p2
+
c1(n)

p

=
c2(n)

p2
+ (

1

p
− 1

p2
)c1(n)

(4.22)
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c3(N) = κ3(N) + 3κ2(N) + κ1(N)

=
κ3(n)

p3
+ 3

κ2(n)

p2
+
κ1(n)

p

=
c3(n)− 3c2(n) + 2c1(n)

p3
+ 3

c2(n)− c1(n)

p2
+
c1(n)

p

=
c3(n)

p3
+ (

−3

p3
+

3

p2
)c2(n) + (

2

p3
− 3

p2
+

1

p
)c1(n)

(4.23)

c4(N) = κ4(N) + 6κ3(N) + 7κ2(N) + κ1(N)

=
κ4(n)

p4
+ 6

κ3(n)

p3
+ 7

κ2(n)

p2
+
κ1(n)

p

=
c4(n)− 6c3(n) + 11c2(n)− 6c1(n)

p4

+ 6
c3(n)− 3c2(n) + 2c1(n)

p3
+ 7

c2(n)− c1(n)

p2
+
c1(n)

p

=
1

p4
c4(n) + (− 6

p4
+

6

p3
)c3(n) + (

11

p4
− 18

p3
+

7

p2
)c2(n)

+ (− 6

p4
+

12

p3
− 7

p2
+

1

p
)c1(n)

(4.24)

在这里我们对探测器的效率修正做一个总结，我们首先根据4.15式得到探测到的
粒子数 P̃ (n) 与实际产生的粒子数分布 P(N) 之间的关系，然后推导得到它们阶乘累
积量生成函数之间的关系4.16，最后就可以得到阶乘累积量之间的关系4.20。想要对
累积量做效率修正要把它们转化为检查累积量，然后根据关系4.20做效率修正后再转
化为累积量。

4.4.3 多变量情况下的效率修正

现在我们来讨论多变量情况下的效率修正。和单变量情况类似，我们假设标记为

i 的粒子的探测效率为 pi，并假设各个粒子能不能被探测器探测到是相互独立的且被

探测到的效率都相同，那么 P (N⃗) 和 P̃(n⃗) 之间的关系可以表示为 [56]，

P̃ (n⃗) =
∑
N⃗=n⃗

P (N⃗)
M∏
i=1

Bpi,Ni
(ni) (4.25)

其中 P̃(n⃗) 表示探测到的粒子数的联合概率分布函数，P(N⃗) 表示实际产生的粒子

数的联合概率分布函数，Bpi,Ni
(ni) 是二项分布，其具形式如下:

Bpi,Ni
(ni) =

Ni!

ni!(Ni − ni)!
pni
i (1− pi)

Ni−ni (4.26)
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我们在第4.4.1节中介绍了公式 4.15的含义，公式 4.25类似于公式4.15，公式4.15是
单变量情况，而公式4.25是多变量情况。对于多变量情况，当产生的粒子数 Ni 和 Nj

确定时，探测到的粒子数 ni 和 nj 的分布是 Bpi,Ni
(ni) 和 Bpj ,Nj

(nj)。Ni 与 Nj 是独

立的，ni 与 nj 同样也是独立的。因此当产生的粒子数为 Ni 与 Nj 时，探测到的粒子

数 ni 与 nj 的联合概率分布函数是 Bpi,Ni
(ni) 和 Bpj ,Nj

(nj) 的乘积。因此对于 M 个
变量且产生的粒子数服从 P(N⃗) 分布的情况，我们可以得到探测到的粒子数的联合分

布函数4.25式。

使用公式3.57 和 4.25，我们可以得到 P̃ (n) 的阶乘累积量生成函数为，

C̃f (s⃗) = ln
∑
n⃗

P̃ (n⃗)
M∏
i=1

sni
i = ln

∑
n⃗

∑
N⃗=n⃗

P (N⃗)
M∏
i=1

Bpi,Ni
(ni)s

ni
i

= ln
∑
n⃗

∑
N⃗=n⃗

P (N⃗)
M∏
i=1

Ni!

ni!(Ni − ni)!
pni
i (1− pi)

Ni−nisni
i

= ln
∑
n⃗

∑
N⃗=n⃗

P (N⃗)
M∏
i=1

Ni!

ni!(Ni − ni)!
(sipi)

ni(1− pi)
Ni−ni

= ln
∑
N⃗

N⃗∑
n⃗=0

P (N⃗)
M∏
i=1

Ni!

ni!(Ni − ni)!
(sipi)

ni(1− pi)
Ni−ni

= ln
∑
N⃗

P (N⃗)
M∏
i=1

(1− pi + sipi)
Ni

= ln <
M∏
i=1

(1− pi + sipi)
Ni >

= Cf (1− p⃗+ s⃗p⃗)

= Cf (s⃗
′)

(4.27)

这里 s⃗ ′ = 1− p⃗+ s⃗p⃗ 即 si
′ = 1− pi + sipi。

利用探测到的粒子数和实际产生的粒子数阶乘累积量生成函数之间的关系，我们

可以得到：

M∑
i=1

ai
∂Cf (s⃗

′)

∂s′i
=

M∑
i=1

ai
∂C̃f (s⃗)

∂s′i

=
M∑
i=1

ai
∂C̃f (s⃗)

∂si

∂si
∂s′i

=
M∑
i=1

ai
pi

∂C̃f (s⃗)

∂s′i

(4.28)
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从 s⃗ ′ = 1− p⃗+ s⃗p⃗ 我们可以知道当 s⃗ = 1, s⃗ ′ = 1, 所以我们使用 3.60 可以得到
M∑
i=1

ai
pi

∂C̃f (s⃗)

∂si

∣∣∣∣∣
s⃗=1

=
M∑
i=1

ai
∂Cf (s⃗

′)

∂si′

∣∣∣∣∣
s⃗ ′=1

=⇒ ∂̄(a/p)C̃f (s⃗)
∣∣∣
s⃗=1

= ∂̄(a)Cf (s⃗
′)
∣∣
s⃗ ′=1

=⇒κ1(q(a/p)) = κ1(Q(a))

(4.29)

其中,

∂̄(a/p) =
M∑
i=1

ai
pi

∂

∂si
(4.30)

q(a/p) =
M∑
i=1

ai
pi
ni (4.31)

与在第3.4节的式3.68 和式3.69中的定义是一致的，只要令 1/p=b 就可以得到
式3.68 和式3.69。

q(a) 的定义和公式3.46一致，定义为：

q(a) =
M∑
i=1

aini (4.32)

这里与公式3.46唯一的不同是我们用小写字母 q 表示探测到的粒子数 ni 的线性组合，

用大写字母 Q 表示实际产生的的粒子数 Ni 的线性组合。

方程4.29联系着 P̃ (n)和 P (N⃗)的一阶阶阶乘累计量，所以我们可以用它对一阶阶

乘累积量做效率修正。

现在让我们讨论 P(N) 的二阶阶乘累积量和 P̃ (n) 的二阶阶阶乘累计量之间的关

系，
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj
∂

∂s′i

∂

∂s′j
Cf (s⃗

′) =
M∑
i=1

M∑
j=1

aibj
∂si
∂s′i

∂

∂si

∂sj
∂sj ′

∂

∂sj
C̃f (s⃗)

=
M∑
i=1

M∑
j=1

ai
pi

bj
pj

∂

∂si

∂

∂sj
C̃f (s⃗)

=⇒∂̄(a)∂̄(b)Cf (s⃗) = ∂̄(a/p)∂̄(b/p)C̃f (s⃗)

=⇒κ(Q(a)Q(b)) = κ(q(a/p)q(b/p))

(4.33)

做类似公式4.29和4.33的计算，我们可以很容易地找到三阶和四阶阶乘累积量之间的
关系：

κ(Q(a)Q(b)Q(c)) = κ(q(a/p)q(b/p)q(c/p)) (4.34)

κ(Q(a)Q(b)Q(c)Q(d)) = κ(q(a/p)q(b/p)q(c/p)q(d/p)) (4.35)
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根据前几节的讨论结果，我们可以将多变量情况下效率修正的步骤总结如下：

• 首先，使用方程3.66、3.67、3.70 和3.71将 P (N⃗) 的累积量转换为阶乘累积量。

注意，在后三个公式中是混合累积量与混合阶乘累积量之间的关系，如果想得

到累积量之间的关系只需要将其中的 b c d 都视为 a。

• 第二步，使用方程4.29、4.33、4.34 和4.35将产生的粒子数分布 P (N⃗) 的阶乘累

积量转换为探测到的粒子分布 P̃(n⃗) 的阶乘累积量。

• 最后一步，使用方程3.72到3.75将探测到的粒子数分布 P̃(n⃗) 的阶乘累积量转换

为累积量。

根据以上讨论的三个步骤，把前四阶累积量修正的公式列在这里：

c1(Q(a)) = κ1(Q(a)) = κ1(q(a/p)) = c1(q(a/p)) (4.36)

c2(Q(a)) = κ2(Q(a)) + κ1(Q(a2))

= κ2(q(a/p)) + κ1(q(a2/p))

= c2(q(a/p))− c1(q(a2/p2)) + c1(q(a2/p))

(4.37)

c3(Q(a)) = κ3(Q(a)) + κ(Q(a)Q(a2)) + κ(Q(a2)Q(a)) + κ(Q(a2)Q(a))

+ κ1(Q(a3))

= κ3(Q(a)) + 3κ(Q(a)Q(a2)) + κ1(Q(a3))

= κ3(q(a/p)) + 3κ(q(a/p)q(a2/p)) + κ1(q(a3/p))

= c3(q(a/p))− 3c(q(a/p)q(a2/p2)) + 2c1(q(a3/p3))

+ 3(c(q(a/p)q(a2/p))− 3c1(q(a3/p2))) + c1(q(a3/p))

(4.38)

c4(Q(a)) = κ4(Q(a)) + 6κ(Q(a)Q(a)Q(a2)) + 4κ(Q(a)Q(a3))

+ 3κ2(Q(a2)) + κ1(Q(a4))

= κ4(q(a/p)) + 6κ(q(a/p)q(a/p)q(a2/p)) + 4κ(q(a/p)q(a3/p))

+ 3κ2(q(a2/p)) + κ1(q(a4/p))

= c4(q(a/p))− 6c(q2(a/p)q(a2/p2)) + 8c(q(a/p)q(a3/p3)) + 3c(q(a2/p2)q(a2/p2))

− 6c(q(a4/p4)) + 6c(q2(a/p)q(a2/p))− 12c(q(a/p)q(a3/p2))− 6c(q(a2/p)q(a2/p2))

+ 12c1(q(a4/p3)) + 4c(q(a/p)q(a3/p))− 4c1(q(a4/p2)) + 3c2(q(a2/p))

− 3c1(q(a4/p2)) + c1(q(a4/p))

(4.39)

其中，

q(ar/ps) =
M∑
i=1

(ari/p
s
i )ni (4.40)
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我们使用 q(r,s) 来简记 q(ar/ps)，即

q(r, s) = q(ar/ps) (4.41)

所以我们可以把方程4.36 到 4.39简写为：

c1(Q(a)) = c1(q(1,1)) (4.42)

c2(Q(a)) = c2(q(1,1))− c1(q(2,2)) + c1(q(2,1)) (4.43)

c3(Q(a)) = c3(q(1,1))− 3c(q(1,1)q(2,2)) + 2c1(q(3,3))

+ 3c(q(1,1)q(2,1))− 3c1(q(3,2)) + c1(q(3,1))
(4.44)

c4(Q(a)) = c4(q(1,1))− 6c(q2(1,1)q(2,2)) + 8c(q(1,1)q(3,3)) + 3c2(q(2,2))

− 6c1(q(4,4)) + 6c(q2(1,1)q(2,1))− 12c(q(1,1)q(3,2))− 6c(q(2,1)q(2,2))

+ 12c1(q(4,3)) + 4c(q(1,1)q(3,1))− 7c1(q(4,2)) + 3c2(q(2,1)) + c1(q(4,1))

(4.45)

在方程4.42中，c1(Q(a)) 表示产生的粒子数（即效率修正后）的线性组合 Q(a) 的一阶

累积量。c1(q(1,1)) 表示探测到（即未经过效率修正）的粒子数的线性组合 q(1,1) 的一

阶累积量，q(r,s) 在方程4.40 和 4.41中定义。
当我们使用公式 4.40 计算 q(r,s) 时，可以认为这里的求和遍及每个事例中所有粒

子。在分析中每条径迹的探测效率并不相同，要分别对每条径迹进行效率修正所以我

们使用 ni 等于 1，即组合每个事例中的所有径迹，所以这个求和遍及每个事例中的
全部径迹。ari/psi 是线性组合系数，如在第3.4节所讨论过的，只需令 ai 等于 1、-1 或
0，我们就可以计算实际产生的任意几种种类的粒子数目之和或者之差的各阶累积量；
pi 是每条径迹的探测效率；M 是一个事例中挑选出来的径迹数。
为了便于理解我在这里举个例子。当我们考虑净质子数时，对于质子 ai = 1，对

于反质子 ai = −1，对于其它粒子 ai = 0，所以 q(1,1) 是每个事例中的净质子数。同样，

我们也可以构造净电荷数和净奇异数等。如本文想计算净-(K+Λ), 只需令每个 K+、

K−、Λ、Λ̄ 的系数 ai 等于 +1 或者-1，而其它的粒子系数 ai 等于 0。
注意方程4.42 到 4.45中有许多混合累积量，如方程4.44中的 c(q(1,1)q(2,2)) 和方

程4.45中的 c(q2(1,1)q(2,2))。在这里我们是把混合累积量转换成混合中心矩，然后通过计

算混合中心矩来计算混合累积量。

随机变量 X1, X2,..., Xn (n > 2) 的混合累积量可以表示为混合中心矩 [61-62]：

c(X1, X2, ..., Xn) =
∑
π

(|π| − 1)!(−1)(|π|−1)
∏

C∈π,|C|⩾2

E(
∏
i∈C

δXi) (4.46)

下面是公式4.46中出现的 π, C, |π| 和 |C| 的意义：

72



山东大学博士学位论文

• 假设对 X1, X2, ..., Xn 这 n个随机变量的进行分组，可以有多种分组方法，这些
分组方法组成一个集合 A，π 是这个集合中的一个元素，即 π 是其中一种分组

方法，π ∈ A。第一个对 π 的求和是遍历所有这些分组方法，即 π 取遍 A 中所
有元素，这意味着不同分组方法之间相加。

• 当 π 取定一个值，即取定一种分组方法后，它可以把 X1, X2, ..., Xn 这 n 个随
机变量分成 |π| 个小组，此时，所有这些小组组成一个集合 π，而 C 又是这个
π 中的一个元素，因为 π 是小组的集合，所以 C 是其中的一个小组。第一个求
积要求 C 取遍 π 的所有这 |π| 个小组。这意味着当取定一种分组方法后，这种
分组方法分成的不同组之间相乘。

• 当取定一种分组方法，并且取定分好的一个小组，|C|是这个小组中随机变量的
个数，它必须大于 2，这在分组时就要考虑。i 是 C 中的元素，即小组中的随机
变量，最后一个求积要遍历这个小组里面所有随机变量。

现在举个例子来说明一下，让我们计算 c(X1, X2, X3, X4)，首先由于要求分的每个

组里随机变量都不少于 2 个, 随机变量 X1, X2, X3, X4 可以有四种分组方法：

{X1, X2, X3, X4};
{X1, X2},{X3, X4};
{X1, X3},{X2, X4};
{X1, X4},{X2, X3}.

这里 A 是这四种分组方法的集合，π 是其中的元素，可以是这四种分组方法中的任
意一种，第一个求和要对这四种分组方法求和，以 π 取第二种分组方法为例，此时

π={{X1, X2},{X3, X4}}, 此时 |π|=2，c 可以取 {X1, X2} 或 {X3, X4}，这里第一个求
积是对这两组随机变量 {X1, X2} 和 {X3, X4} 进行。再来看最后一个求积，以其中的
一组 {X3, X4} 为例求积是对这组随机变量里面的所有元素即 X3,X4 进行。

因此，综合上面的讨论利用公式4.46, 混合累积量 c(X1, X2, X3, X4) 和混合中心矩

之间的关系可以写为：

c(X1, X2, X3, X4) = E(δX1δX2δX3δX4)− E(δX1δX2)E(δX3δX4)

− E(δX1δX3)E(δX2δX4)− E(δX1δX4)E(δX2δX3)
(4.47)

同样，更为简单的三阶混合阶乘累积量 c(X1, X2, X3) 可以写为：

c(X1, X2, X3) = E(δX1δX2δX3)

= E((X1− < X1 >)(X2− < X2 >)(X3− < X3 >))

=< X1X2X3 > − < X1X2 >< X3 > − < X1X3 >< X2 >

− < X2X3 >< X1 > +2 < X1 >< X2 >< X3 >

(4.48)
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在方程4.48中，最后一个等号把中心矩转换为矩。当 X1 = X2 时，方程4.48就变成：

c(X1, X1, X3) = E((δX1)
2δX3)

=< X2
1X3 > − < X2

1 >< X3 > −2 < X1X3 >< X1 >

+ 2 < X1 >
2< X3 >

(4.49)

因此我们可以使用方程4.49来计算 c(q2(1,1)q(2,2))，只需要在方程中令 q(1,1) = X1 并且

q(2,2) = X3，我们可以得到：

c(q2(1,1), q(2,2)) = E((δq(1,1))
2δq(2,2))

=< q2(1,1)q(2,2) > − < q2(1,1) >< q(2,2) >

− 2 < q(1,1)q(2,2) >< q(1,1) > +2 < q(1,1) >
2< q(2,2) >

(4.50)

通过以上几节的讨论，可以知道如何计算相对论重离子碰撞中产生（探测器效率

修正后）的净守恒荷的各阶累积量，当然，这里主要讨论了前四阶累积量。当我们想

要计算未修正（即探测器探测到）的净守恒荷的累积量时，我们只需要将 pi 设置为

1，当然如果不考虑探测器效率的问题各阶累积量的计算可以非常简单地直接算出来，
这里所说的把所有径迹的效率都设置为 1 的方法可以与之做交叉检验，至少可以在
一定程度上检验程序的对错。我们在分析中计算的守恒荷有净-Lambda 数、净-Kaon
数和净-(Lambda+Kaon) 数。

4.4.4 K 介子和 Λ 粒子的探测效率

我们使用 TPC 和 TOF 来鉴别 K 介子，因此在计算累积量时需要考虑 TPC 和
TOF 的探测效率。在 STAR 实验中，TPC 的效率是通过将蒙特卡罗 (MC) 径迹嵌
入 GEANT 探测器模拟来计算 [63]，这种方法是在真实事例中嵌入蒙特卡罗径迹来
估计 TPC 径迹探测的效率 [64]，即根据一个事例中真实嵌入的 MC 径迹和重建出来
的 MC 径迹来估计。对不同的粒子探测器的探测效率不同，对 K 介子，TPC 效率估
计的流程如下：

• 首先，我们要筛选出真实嵌入的 K+、K− MC径迹和重建出来的 K+、K− MC
径迹，使用和表4.1相同的事例筛选条件还有和表4.2相同的径迹筛选条件，这些
筛选条件应该和分析所用的筛选条件相同。

• 然后，我们分别将重建的 K介子 MC径迹的 pT分布和真实嵌入的 K介子 MC
径迹的 pT 分布填充到两个直方图中。

• 最后，我们把这两个直方图相除，从而得到 TPC 对 K 介子的探测效率。
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TPC 对 K 介子的探测效率的计算公式可以表示为：

ε = N 重建的蒙特卡罗 K 介子径迹/N嵌入的蒙特卡罗 K 介子径迹 (4.51)

在 Au+Au 27 GeV 碰撞能量下，TPC 对 K− 和 K+ 的探测效率随 pT 的依赖关
系如图4.14和图4.15所示，不同的颜色线代表不同的中心度。K 介子的探测效率可能
取决于许多因素，如横向动量 (pT)、碰撞中心度等，因此在进行效率修正时不同中
心度分别使用不同的效率。

图 4.14: Au+Au 27 GeV碰撞能量下，TPC对 K− 的探测效率随 pT的变化关系，不
同的颜色线代表不同的中心度。

在鉴别 K 介子时用到了 TOF，因此在计算累积量时还需要考虑 TOF 对 K 介子
的探测效率。与 TPC 效率不同，TOF 探测效率是根据实验数据计算的。TOF 效率
估算程序流程如下：

• 第一步，使用与表4.1相同的事例筛选条件，并且使用与表4.2相同的径迹筛选条
件，这些筛选条件与我们分析中使用的相同。然后填充 pT 分布的直方图，获
得 TPC 中 K 介子径迹的 pT 分布。

• 第二步，使用第一步中的事例筛选条件和径迹筛选条件，筛选出 TOF 探测到
的 K 介子的径迹。然后填充 pT 分布的直方图，获得 TOF 探测到的 K 介子径
迹的 pT 分布。

• 最后，我们用第二步得到的直方图除以第一步得到的直方图，就可以得到 pT
依赖的 TOF 的探测效率。
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图 4.15: Au+Au 27 GeV碰撞能量下，TPC对 K+ 的探测效率随 pT的变化关系，不
同的颜色线代表不同的中心度。

TOF 对 K 介子探测效率的计算公式可以表示为 [65]：

ε = NTOF 探测到的 K 介子径迹数/NTPC 探测到的 K 介子径迹数 (4.52)

在 Au+Au 27 GeV 能量下 TOF 对 K− 和 K+ 的探测效率随的 pT 的变化关系如
图4.16 和图4.17所示。不同的颜色线代表不同的中心度。

在我们的分析中，我们同时使用 TPC 和 TOF 两个探测器来探测并鉴别粒子，因
此需要将 TPC 和 TOF 的效率相乘，以获得它们总的探测效率 [58]。

在 Au+Au 27 GeV 下，TPC 与 TOF 对 K− 和 K+ 总探测效率的 pT 依赖关系
如图4.18和图4.19所示。不同的颜色线代表不同的中心度。

当然，在计算净-(kaon+lambda) 时也需要知道 Λ 和 Λ̄ 的重建效率。在 STAR 中，
Λ与 Λ̄的重建效率也是通过在真实碰撞事例中嵌入模拟的 Λ与 Λ̄粒子来计算的 [66]，
它是将在给定的运动学区间内采样得到的模拟蒙特卡罗粒子嵌入到要研究效率的真

实事例中 [67]。Λ 的重建效率是用重建的 MC Λ 数目除以输入的 MC Λ 数目 [67]。

Λ 的重建效率可能取决于许多因素，如横动量 (pT)、快度 (y)、碰撞中心度等。Λ

的重建效率通常随着 pT 的增加而增加。考虑到重建效率的中心度依赖，我们对不同
中心度的 Λ 的重建效率分别计算。在分析中，像处理 K 介子那样，对 Λ 进行效率修

正时不同中心度分别使用不同的效率。

在Au+Au 27 GeV碰撞能量下 Λ̄和 Λ的效率随 pT的变化关系分别如图4.20和4.21所
示，不同的颜色线代表不同的中心度。
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图 4.16: Au+Au 27 GeV 能量下 TOF 对 K− 的探测效率的 pT 依赖关系，不同的颜
色线代表不同的中心度。

图 4.17: Au+Au 27 GeV 能量下 TOF 对 K+ 的探测效率的 pT 依赖关系，不同的颜
色线代表不同的中心度。
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图 4.18: Au+Au 27 GeV能量下 TPC与 TOF对 K− 总探测效率的 pT依赖关系，不
同的颜色线代表不同的中心度。

图 4.19: Au+Au 27 GeV能量下 TPC与 TOF对 K+ 总探测效率的 pT依赖关系，不
同的颜色线代表不同的中心度。
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图 4.20: Au+Au 27 GeV 能量下 Λ̄ 效率对 pT 的依赖关系，不同的颜色线代表不同的
中心度。

图 4.21: Au+Au 27 GeV 能量下 Λ 效率对 pT 的依赖关系，不同的颜色线代表不同的
中心度。
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4.5 中心度宽度修正

4.5.1 相对论重离子碰撞中的中心度

在相对论重离子碰撞中，由于重离子是由核子即质子、中子组成的，所以它们不

是点粒子，而是具有几何形状。因此，当两个具有几何形状的重离子碰撞时，初始碰

撞自然就具有几何形状，不同的碰撞事例几何形状不同。碰撞后，系统会随着时间的

推移而演化，直到被探测器探测到为止。我们无法探测到粒子在初始碰撞时的几何形

状，只能探测到演化一段时间后的状态。因此要想知道初始碰撞时的几何形状，只能

利用探测到的粒子信息来推测。碰撞系统的几何结构可以根据给定接受范围内的所

有带电粒子多重数 (Nch) 来确定，Glauber 模型 [68-75] 就是一个很好的确定粒子初
始碰撞几何形状的模型，通过将带电粒子多重数与 Glauber模型进行比较，可以估计
了两个原子核的初始碰撞几何结构 [76-78]。
在相对论核核碰撞中，每个事例碰撞的初始几何形状可以由参与碰撞的核子数

(Npart)、碰撞参数 (b) 来表征 [79]。碰撞参数，即穿过两个原子核中心的平行线之间
的距离，平行线的方向与两个原子核在原子核质心系中的运动方向相同。当两个原子

核碰撞时，它们的碰撞参数 (b) 的取值可以从 0 到 R1 + R2，其中 R1 和 R2 分别是

两个核的半径，当 b 大于 R1 + R2 时就认为这两个原子核没有发生碰撞，虽然它们

之间可能有电磁相互作用等。

在实验中，我们无法准确地测量到碰撞参数 b 的大小，只能通过碰撞后探测器探
测到的信息，结合 Glauber 模型，用中心度来描述初始碰撞几何结构。当碰撞参数 b
等于 0 时，碰撞中心度为 0，称为最中心碰撞；当碰撞参数在 0 到 R1 + R2 之间时，

中心度用百分比表示，百分比越小，就越接近最中心碰撞，当碰撞参数等于 R1 +R2

时，两个碰撞核几乎不接触。此时，中心度接近 100%[77]。
图4.22是相对论重离子碰撞的示意图。左边是碰撞前，在质心系中两个原子核相

向运动，原子核碰撞前呈“薄饼状”，这是因为这些原子核速度极块，接近光速，根

据相对论的洛伦兹收缩效应，运动方向的长度是会受到极大的压缩的。原子核是球形

的，所以接近光速的时候就成了一个薄饼。图中的 b 就是碰撞参数，右边是碰撞之
后，在碰撞区域产生了大量的新粒子（彩色的），而没有撞到的区域（灰色粒子）则

直接飞过去了。

4.5.2 自相关效应及其解决方法

STAR 实验中传统地中心度划分方法是利用 |η|<0.5 范围内的带电粒子多重数与
Glauber 模型进行比较，STAR 没有其他更好的探测器系统来完成中心度划分。不幸
的是，在分析中，我们需要分析 |y|<0.5范围内的净 K介子和净 Λ（需要质子和 π 介
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图 4.22: 相对论重离子碰撞示意图。

子来重建）的累积量。由于在粒子多重数累积量计算和中心度划分中使用了相同的带

电粒子，就会产生自相关效应 [53]。

为了减少自相关效应带来的影响，我们使用 0.5<|η|<1.0 范围内的带电粒子多重
数来定义中心度。传统上，旧的中心度划分方法是用赝快度区间 |η|<0.5 范围内的带
电粒子多重数, 这被称为参考多重数 (Reference Multiplicity ) 或者简称为”RefMult”，
而我们在这里使用的 0.5<|η|<1.0 范围内的带电粒子多重数，这被称为参考多重数-
2(Reference Multiplicity-2) 或者简称为”RefMult2”。

在图4.23中画出了定义“RefMult”和“RefMult2”的赝快度范围的示意图。同时
在图4.24中画出了金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 RefMult2 的分布情况。

在表4.6中，列出了金核+金核 27 Gev (Run-18)碰撞能量下不同中心度与<Npart>
以及 RefMult2 取值范围之间的对应关系。

图4.25是金核 +金核 27 GeV碰撞能量下三个不同中心度的净-(kaon+lambda)分
布，红色标号为中心度 0-5%，黑色标号为中心度 30-40%，蓝色标号为中心度 70-80%。
在该图中，中心度是根据“RefMult2”定义的，并且选取的相空间为快度 |y|<0.5 且
横动量 0.4<pT<1.6GeV/c。

从图中可以看出，当中心度为 0-5% 时，净-(kaon+lambda) 的分布最宽，其次是
中心度为 30-40%，当中心度为 70-80% 时分布最窄。我们可以知道，中心度越小，即
越接近最中心碰撞，净-(kaon+lambda) 的分布宽度就越宽；中心度越大，即越接近
边缘碰撞，净-(kaon+lambda) 的分布宽度就越窄。这是因为当最中心碰撞时，碰撞
产生更多的粒子，净粒子数可以达到相对较大的值，因此存在相对较宽的分布。然而，

当中心度变得更大时，它更接近边缘碰撞，并且碰撞产生的粒子数量相对较少，因此

净粒子数相对较小，分布相对较窄。

事实上，不同阶的累积量都是用来描述随机变量分布的。例如，一阶累积量表示
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图 4.23: “RefMult”(|η|<0.5) 和“RefMult2”(0.5<|η|<1.0) 的示意图。

图 4.24: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下 RefMult2 的分布情况。
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表 4.6: 金核 + 金核 27 Gev (Run-18) 碰撞能量下不同中心度与 <Npart> 以及
RefMult2 取值范围之间的对应关系。

中心度 <Npart> RefMult2 取值范围

0-5% 340.96 286 < RefMult2

5-10% 291.78 236 < RefMult2 ⩽ 286

10-20% 227.42 160 < RefMult2 ⩽ 236

20-30% 167.17 106 < RefMult2 ⩽ 160

30-40% 110.87 67 < RefMult2 ⩽ 106

40-50% 72.93 40 < RefMult2 ⩽ 67

50-60% 45.43 22 < RefMult2 ⩽ 40

60-70% 26.06 10 < RefMult2 ⩽ 22

70-80% 13.43 4 < RefMult2 ⩽ 10

图 4.25: 金核 + 金核 27 GeV 碰撞能量下三个不同中心度的净-(kaon+lambda) 分布，
红色标号为中心度 0-5%，黑色标号为中心度 30-40%，蓝色标号为中心度 70-80%。
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分布的平均值，净-(kaon+lambda)服从高斯分布，因此峰值的位置表示平均值。不同
中心度的峰值在 0 附近，但并不完全等于 0。二阶累积量表示分布的方差，它是一组
数据的离散度的度量。从图4.25中可以看出，当中心度为 0-5%时，净-(kaon+lambda)
分布的离散程度最大，因此其 C2 最大，其次是中心度为 30-40%中心度为 70-80%时
离散程度最小。

4.5.3 中心度宽度效应及修正

在上一节介绍了我们使用 RefMult2 来确定中心度，把中心度划分为 0–5%, 5–
10%, 10–20%, 20–30%, 30–40%, 40–50%, 50–60%, 60–70% 和 70–80%。可以看出即使
是同一个中心度，不同的碰撞事例初始几何可能也并不相同，这是因为每个中心度都

包含相对较宽的 RefMult2 范围，如表4.6所示。而在这个范围内，碰撞参数 b 并不相
同。每个中心度对应如此宽的 RefMult2 区间会导致额外的背景波动，这就是所谓的
中心度宽度效应 (Centrality Bin Width Effect)，缩写为 CBWE[80-82] 。在计算累积
量时，这是由于把不同初始碰撞几何的事例划归为同一中心度而人为引起的效应，应

该想办法对其修正。

很自然地会想到，我们利用 RefMult2 来区分初始碰撞几何的不同，从而划分中
心度，而 RefMult2 可以取不同的整数，每个 RefMult2 的值就对应相应的碰撞几何，
我们可以直接取单个的 RefMult2 值而不是区间，来更精确地区分不同的碰撞几何。
因此，为了抑制由于每个中心度对应过宽的 RefMult2 区间而导致的中心度宽度

效应，我们首先计算单个 RefMult2 区间的累积量的值。但是为了更好的统计效果，
我们把每个中心度对应的 RefMult2 区间（如表4.6所示）合并。合并的方法是以事例
数为权重，计算在各个中心度区间的累积量的加权平均值，以获得累积量的最终结

果。其计算过程如公式4.53所示 [83]：

C =

N2∑
i=N1

niCi

N2∑
i=N1

ni

(4.53)

其中，C 代表某个中心度的累积量，可以是一阶累积量、二阶累积量等；Ci 代表

RefMult2 等于 i 时的累积量；ni 代表 RefMult2 等于 i 时的事例数；i 的取值范围是
每个中心度对应的 RefMult2 的区间，金核 + 金核 27 Gev (Run-18) 碰撞能量下如

表4.6所列，N1 和 N2 代表每个中心度对应的 RefMult2 的下限和上限。所以
N2∑

i=N1

ni

是给定中心度中总的事例数。因此，公式4.53的意义是计算在给定中心度内包含的每
个 RefMult2 对应的累积量 C 的加权平均值，其权重是相应 RefMult2 的事例数。
这种消除中心度宽度效应的技术称为中心度宽度修正 (centrality bin width correc-

tion) 缩写为 CBWC[84-91]。
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图4.26、4.27和4.28分别画出了金核 + 金核 27 Gev (Run-18) 碰撞能量下净-kaon、
净-lambda 和净-(kaon+lambda) 的二阶累积量作为 RefMult2 的函数。蓝色标号是每
个 RefMult2 对应的 C2 的值，红色标号是每个中心度的 C2 的加权平均值。每个中
心度包含许多 RefMult2，红色竖直垂直线是每个中心度对应的范围。

图 4.26: 金核 + 金核 27 Gev (Run-18) 碰撞能量下净-kaon 的二阶累积量作为 Ref-
Mult2 的函数。蓝色标号是每个 RefMult2 对应的 C2 的值，红色标号是每个中心度
的 C2 的加权平均值。每个中心度包含许多 RefMult2，红色竖直垂直线是每个中心
度对应的范围。
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图 4.27: 金核 + 金核 27 Gev (Run-18) 碰撞能量下净-lambda 的二阶累积量作为
RefMult2 的函数。蓝色标号是每个 RefMult2 对应的 C2 的值，红色标号是每个中心
度的 C2 的加权平均值。每个中心度包含许多 RefMult2，红色竖直垂直线是每个中
心度对应的范围。

图 4.28: 金核 + 金核 27 Gev (Run-18) 碰撞能量下净-(kaon+lambda) 的二阶累积量
作为 RefMult2的函数。蓝色标号是每个 RefMult2对应的 C2的值，红色标号是每个
中心度的 C2 的加权平均值。每个中心度包含许多 RefMult2，红色竖直垂直线是每
个中心度对应的范围。
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第五章 用 UrQMD 模型计算高阶累积量

UrQMD(ultrarelativistic quantum molecular dynamics:超相对论量子分子动力学)
模型是一种微观输运模型 [92]。在这个时空演化模型中，包括了强子之间的传播、再
散射以及弦激发，但没有实现介质修正效应。UrQMD 模型可以用来模拟从 SIS 到
RHIC 能区的相对论重离子碰撞。因此，该模型可以作为重离子碰撞中各种可观测量
的基线 [93, 93]。
在本章中我们用 UrQMD模型模拟了碰撞能量为 7.7、11.5、19.6、27、39、62.4和

200 GeV的金核 +金核碰撞，并与 STAR的实验数据做了比较。在 UrQMD模型的计
算中，我们和 STAR实验一样使用带电粒子多重数分布来进行中心度划分，净-Kaon、
净-Lambda 和净-(Kaon+Lambda) 多重数分布的累积量是在 0.4 < pT < 1.6GeV/c 且
快度 |y| < 0.5 的相空间中计算的。
图5.1是不同能量下 UrQMD模型计算出来的净-Kaon(方形)、净-Lambda(圆形)以

及净-(Kaon+Lambda)(三角形) 的累积量, 竖线表示统计误差。图中模拟的是金核 +
金核碰撞，从左到右不同的面板表示不同的能量，分别是 7.7、11.5、19.6、27、39、
62.4 和 200 GeV。
这里需要注意一下，在本章中我们定义净-K 为 NK+ − NK− 、净-Λ 为 NΛ − NΛ̄

、净-(Λ +K) 为 (NK+ +NΛ̄)− (NK− +NΛ) 。这里与分析中稍微有点不同，唯一的

不同点在于这里定义净-Λ 为 NΛ − NΛ̄ 而分析中定义净-Λ 为 NΛ̄ − NΛ，这两种定义

得出的结果可以相互转换，这里这样定义是为了和 STAR 已发表的数据相比较。从
图中可以看出在较低能量时，净-(Λ + K) 的平均值 (C1) 为负的，而在较高能量时
净-(Λ +K) 的平均值 (C1) 变为正的。我们可以这样理解这一趋势，在较低的碰撞能
量下，由于核阻止效应有较高的重子沉积，产生较多的重子, Lambda 粒子是最轻的
奇异粒子，Lambda 支配净-(Λ +K)，并导致其为负值。净-(Λ +K) 为负值的趋势随

着碰撞能量的增加而减小，随着能量变高粒子反粒子的产额变得相近。这意味着在较

低的碰撞能量下比在最高的碰撞能量下观察到更多的负净奇异数 (更多的 s 夸克)。
图5.2是在相同的接受度范围内不同能量下 UrQMD 模型计算出来的净-Kaon(方

形)、净-Lambda(圆形) 以及净-(Kaon+Lambda)(三角形) 的累积量的比值, 竖线表示
统计误差。从图中可以看出所有能量下的净-Kaon 和净-Lambda 的 C1/C2 在所有的

中心度都是正的。相反，在低能量时净-(Kaon+Lambda) 的 C1/C2 是负的，直到较

高能量时其值才为正值。C3/C2 也和 C1/C2 有类似的趋势。由于 C2 总是正值，因此

C1 和 C3 的正负控制着他们比值的正负。C4/C2 在所有能量下净-Kaon、净-Lambda
和净-(Kaon+Lambda) 的值几乎是相同的，它们保持在 1 附近。
图5.3是中心度为 0-5%时，净-Kaon的M/σ2（C1/C2）（左面板）和 Sσ（C3/C2）（右
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图 5.1: 在相同的接受度范围内不同能量下 UrQMD 模型计算出来的净-Kaon(方形)、
净-Lambda(圆形) 以及净-(Kaon+Lambda)(三角形) 的累积量, 竖线表示统计误差。

图 5.2: 在相同的接受度范围内不同能量下 UrQMD 模型计算出来的净-Kaon(方形)、
净-Lambda(圆形) 以及净-(Kaon+Lambda)(三角形) 的累积量的比值, 竖线表示统计
误差。
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面板）的能量依赖关系。圆形和三角形分别表示 STAR 数据和 UrQMD 模型计算的
结果。从图中可以看出，对 Kaon来说，M/σ2 随能量的增加而降低，这个结果我们可

以结合 5.1来理解，可以看出 0-5% 中心度的 C1 随着能量的增加而降低，而且 C2 随

着能量的增加而增加，因此它们的比值必然会随着能量增加而降低。Sσ 也是随能量
的增加而降低，与 M/σ2 类似，C3 随着能量的增加而降低，而且 C2 随着能量的增加

而增加，因此它们的比值必然会随着能量增加而降低。对于 Kaon 来说无论是 M/σ2

还是 Sσ UrQMD 模型的计算结果都与实验数据吻合较好 [94]。

图 5.3: 中心度为 0-5% 时，净-Kaon 的 M/σ2（C1/C2）（左面板）和 Sσ（C3/C2）（右

面板）的能量依赖关系。圆形和三角形分别表示 STAR 数据和 UrQMD 模型计算的
结果。

图5.4是中心度为 0-5%时，净-Lambda的M/σ2（C1/C2）（左面板）和 Sσ（C3/C2）（右

面板）的能量依赖关系。圆形和三角形分别表示 STAR 数据和 UrQMD 模型计算的
结果。从图中可以看出，对 Lambda 来说，M/σ2 随能量的增加而降低，这个结果我

们可以结合 5.1来理解，可以看出 0-5% 中心度的 C1 随着能量的增加而降低，但是

C2 随着能量的增加而降低，因为 C1 降低的更为明显，因此它们的比值会随着能量

增加而降低。Sσ 也是随能量的增加而降低，与 M/σ2 类似，C3 随着能量的增加而降

低，C2 随着能量的增加而降低，因为 C3 降低的更为明显，因此它们的比值会随着能

量增加而降低。对于 Lambda 来说 M/σ2 和 Sσ UrQMD 模型的计算结果都与实验数
据相差较大，这主要是由于 C2 的不同引起的。

UrQMD 模型与实验数据的比较表明，净 Kaon 的 M/σ2 和 Sσ 具有可比性，且
与实验数据吻合。但是，在所有能量下, UrQMD 模型计算出来的净 Lambda 的结果
和实验数据计算出来的净 Lambda 的结果之间有明显的差异。这种差异可能是由于
UrQMD模型中的高质量共振粒子衰变产额与实验数据不一致引起的，在 UrQMD模
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图 5.4: 中心度为 0-5%时，净-Kambda的M/σ2（C1/C2）（左面板）和 Sσ（C3/C2）（右

面板）的能量依赖关系。圆形和三角形分别表示 STAR 数据和 UrQMD 模型计算的
结果。

型事例中包含了高质量共振态的衰变道。

这里分别比较了由 UrQMD 模型计算出来的净 Kaon 累积量的比值和实验数据计
算出来的净 Kaon 累积量的比值，还有由 UrQMD 模型计算出来的净 Lambda 累积
量的比值和实验数据计算出来的净 Lambda累积量的比值。这里 Kaon和 Lambda代
表奇异数，因为它们都包含奇异夸克。我们很自然的会想到如果用 (Kaon+Lambda)
来代表奇异数并比较由 UrQMD 模型计算出来的净 (Kaon+Lambda) 的累积量的比
值和实验数据计算出来的净 (Kaon+Lambda)的累积量的比值是非常有意义的，因为
(Kaon+Lambda) 比 Kaon 或者 Lambda 更能代表奇异数。目前还没有发表实验数据
计算出来的净 (Kaon+Lambda) 的累积量的结果，因此本论文实验分析部分计算净
(Kaon+Lambda) 高阶累积量具有一定的意义。而本小节的 UrQMD 模型计算的结果
可作为净 (Kaon+Lambda) 多重数分布累积量的基线。
通过以上的分析我们可以看出，UrQMD 模型中，在本文给出的接受度范围内净

(Kaon+Lambda) 的 C1/C2 和 C3/C2 在较低碰撞能量时为负值，在较高碰撞能量时

变为正值。在较低的 sNN 下，有限的重子密度有利于超子而不是奇异介子的优势，从

而产生负奇异性。在较低的能量下，有限的重子密度有利于超子占主导地位而不是奇

异介子，从而产生了这种负的奇异性。这种效应随着碰撞能量的增加而减弱，随着碰

撞能量的增加奇异介子 Kaon的产额高于 Lambda超子。相反，净 Kaon、净 Lambda
和净 (Kaon+Lambda) 的高阶累积量的比值 C4/C2 之间没有明显的变化。

利用 UrQMD 模型计算净 Kaon、净 Lambda 和净 (Kaon+Lambda) 多重数分布
的高阶累积量可以提供在 RHIC 能量下重离子碰撞奇异性的必要信息，并为实验数
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据提供一个基准。将 UrQMD 模型的计算结果与 STAR 的测量结果进行比较非常重
要。
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第六章 净 (K+Λ) 高阶累积量测量结果与讨论

6.1 误差估计

误差估计对任何实验来说都是非常重要的一个步骤，误差是测量结果与被测量的

真值之差值。误差可以分为统计误差和系统误差。误差是相对被测量真值而言的，由

于实际上并不知道真值，误差也只能是个理想概念，不可能得到它的准确值。

在本章所要估计的误差实际上是指不确定度 (Uncertainty)，不确定度以测量结果
本身为研究对象;其含义不是“与真值之差”，而是表示由于随机影响和系统影响的存
在而对测量结果不能肯定的程度，可以理解为对观测量进行重复测量这个观测量以

一定概率落入的范围。

随机误差是由无法控制的因素造成的，如人眼的分辨能力、仪器的极限精度等，是

不可避免的。随机误差也称为统计误差，因为它本质上是随机的，是不可消除的，因

此测量对象的真值永远不可知，但它可以通过统计手段在测量中尽可能地被减少。在

相同的条件下多次测量同一量时，测量的结果可以用一个随机变量表示，单个地看随

机变量具有无规性，但是大量的随机误差呈现一定的统计规律。因而，随机误差的处

理可以用概率统计的方法，比如多次测量的平均值的随机误差要比单个测量值的随

机误差小。

系统误差在相同的观测条件下会表现出一定的规律性。系统误差与统计误差的区

别是，系统误差以相同的方式影响所有测量值，将它们推向同一个方向；而随机误差

则随着不同次的测量而变化，有时候向上，有时向下。随机误差主要影响精度，即在

同等情况下相同测量的可重复性。系统误差会影响测量的正确度，或者说影响观测值

与真实值的接近程度。

图6.1是用打靶类比测量的示意图。用飞镖打靶的目标是让飞镖尽可能地打到靶子
的中心，同样对物理量进行测量的目标是让测量值尽可能地接近真值。这里飞镖打

到的位置类似于测量值，靶心位置类似于真值。精度反映了被测量的测量值间的符

合程度，反映统计误差的情况，精度高代表统计误差小；正确度反映测量结果的数学

期望和真值之间的一致程度，反映系统误差的情况，正确度高代表系统误差小。以

图6.1b为例，飞镖没有命中靶子中心，而是分布在靶子中心周围，表示统计误差虽然
大，但是系统误差小。类似的，6.1c表示虽然精度很高，即所有的箭都击中了相近的
位置，击中位置之间没有较大的偏差，但是击中位置的期望值和靶心有不小的偏差，

表示统计误差虽然小，但是系统误差大。

下面简单介绍一下概率论与数理统计学，以便更好地理解统计误差。随机试验所

有可能结果组成的集合称为试验的样本空间，记为 Ω，定义在样本空间的单值实函数
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(a) 高正确度且高精度 (b) 高正确度且低精度 (c) 低正确度且高精度 (d) 低正确度且低精度

图 6.1: 用打靶类比测量的示意图，本图片来自网络。

X = X{e} 称为随机变量 [95]。在统计学中，把研究对象的全体元素的某项数量指标
组成的集合称为总体，总体中的元素叫做个体。把总体的子集称为样本。总体可以认

为是定义在全体研究对象上的实函数，因此总体可用一个随机变量 X 来描述。通常
我们并不知道总体的分布情况，而是通过样本来估计总体的分布。对一个个体 Xi, 在
试验之前我们并不知道它的具体值，其可以取总体中的任何值，因此 Xi 也是一个随

机变量。用一个个体很难全面的估计总体的分布情况，因此我们抽取 n 个个体组成
一个样本，则共有 n 个随机变量，X1, X2, ..., Xn 称为样本容量为 n 的样本，它们的
观察值 x1, x2, ..., xn 称为样本值。

对一个物理量，我们并不知道它的真值，只能通过测量来获得其观测值。每一次

测量可以认为是一次试验，试验结果可以取各种可能的值，是一个随机变量。做 n次
测量可以得到 n个随机变量，组成一个样本。样本是总体的代表，我们希望通过样本
来估计真值。

样本包含了大量的信息，我们需要对样本进行处理以更直观的了解它所包含的信

息，这种处理就是构造样本的某种函数。样本不含未知参数的函数称为统计量。统计

量作为随机变量的函数因而也是随机变量。样本均值就是一个常用的统计量，对一个

样本容量为 n 的样本 X1, X2, ..., Xn 其定义为：

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi (6.1)

无穷多个观测值的平均值就是被测物理量的真值，

µ = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi (6.2)

但任何试验我们都不可能做到无穷多次，只能进行有限次测量从而得到一个样本并

用样本均值作为观测量 µ 的估计量，并把样本值带入得到估计值。从6.3式我们可以
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看到样本均值是总体均值的无偏估计量。

E[X̄] = E

[
1

N

N∑
i=1

Xi

]
=

1

N

N∑
i=1

E[Xi] = E[X] (6.3)

当使用样本均值来估计真值时，为了研究这个估计的置信度，我们来看一下样本均值

的方差。

σ2(X̄) = var(X̄) = E[(X̄ − µ)2] = E

( 1

N

N∑
i=1

Xi − µ

)2


= E

 1

N2

(
N∑
i=1

Xi

)2

− 2
1

N

N∑
i=1

Xiµ+ µ2


=

1

N2
E

[
N∑
i=1

X2
i +

N∑
j=1,k=1,j ̸=k

XjXk

]
− µ2

=
1

N
µ2 +

N(N − 1)

N2
µ2 − µ2

=
1

N
µ2 −

1

N
µ2 =

1

N
var(X)

=
σ2(X)

N

(6.4)

这里 µ是总体的期望值，µ2 是总体的二阶矩。在计算过程中，使用了当两个随机变量

彼此独立时，两个随机变量乘积的期望值等于期望值的乘积，并注意 Xj 和 Xk(j̸=k)
彼此独立，

E[XjXk] = E[Xj]E[Xk] (6.5)

从式6.4中可以看出样本均值的标准差与样本容量的开方
√
N 成反比，多次测量

的平均值比一次测量的值更精确，这就是我们使用样本均值估计真值的原因。当 N
无限大时，统计误差将无限小，这与我们所说的无穷多个观测值的平均值是真实值一

致。还可以看出，通过增加观测次数可以减小统计误差。

但注意，公式6.4中 σ(X) 的含义是总体的方差。大多数时候我们根本不知道总体

的分布更不可能知道总体的方差。想要根据现有的样本来估计总体方差，为此定义样

本方差：

S2 =
1

N − 1

N∑
i=1

(Xi − X̄)2 (6.6)

这里分母是 N-1 而不是 N，是因为只有这样定义样本方差才是总体方差的无偏估计
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量。我们可以计算如下：

E
[
S2
]
= E

[
1

N − 1

N∑
i=1

(Xi − X̄)2

]

=
1

N − 1
E

[
N∑
i=1

(X2
i + X̄2 − 2XiX̄)

]

=
1

N − 1
E

[
N∑
i=1

X2
i

]
+

1

N − 1
E

[
N∑
i=1

X̄2

]
− 2

N − 1
E

[
N∑
i=1

XiX̄

]
=

1

N − 1

[
Nµ2 + µ2 + (N − 1)µ2

1 − 2µ2 − 2(N − 1)µ2
1

]
=

1

N − 1

[
(N − 1)µ2 − (N − 1)µ2

1

]
=

1

N − 1

[
(N − 1)(µ2 − µ2

1)
]

= σ2(X)

(6.7)

其中使用了

E

[
N∑
i=1

X̄2

]
= E

 N∑
i=1

[
1

N

N∑
j=1

Xj

]2 = µ2 + (N − 1)µ2
1 (6.8)

和

E

[
N∑
i=1

XiX̄

]
= E

[
N∑
i=1

Xi

[
1

N

N∑
j=1

Xj

]]

=
1

N
E

[
N∑
i=1

X2
i

]
+

1

N
E

[
N∑

i=1,j=1,i ̸=j

XiXj

]
= µ2 + (N − 1)µ2

1

(6.9)

同样，对于一个分布的数值特征，如本文所要测量的各阶累积量，由于我们不知

道分布的具体表达式，因此也就不能精确地知道分布的累积量等这些数值特征，只能

利用测量得到的样本来构造估计量，从而估计出分布的数值特征。由此获得的数值特

征的观察值会随样本的变化而变化，因此估计量也是一个随机变量。把一个样本观察

值带入估计量得到的就是估计值。估计值是用样本计算出来的，因此估计值会有一个

不确定度。

在之前的内容中，我们讨论了样本均值并估计了它的误差，但计算其它统计量的

误差并不那么容易，大多数统计量的误差估计都很麻烦，比如本论文要测量的高阶样

本累积量 ĉ2、ĉ3、ĉ4 和它们的比值。目前已有很多文章讨论过这个问题 [96-98]。这里
注意一下，我们使用 c2、c3、c4 表示总体的累积量，用 ĉ2、ĉ3、ĉ4 表示样本累积量。

对于本论文要测量的净 (Lambda+Kaon)多重数分布的累积量 ci，我们不可能知道总
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体净 (Lambda+Kaon) 多重数的分布情况，只能通过 STAR 采集的数据样本来构造
估计量 ĉi，并用估计值来代表真值。为简单起见，在不至于引起混淆的情况下，本文

也用 ci 代替 ĉi。

如果想计算 ĉ4 的误差，最高需要计算到 8 阶中心矩，而计算的阶数越高所需要
的样本容量越大。而且这里还涉及到探测器效率的问题。因此在本文中我们采用另外

一种方法来估计统计误差，即所谓的 Bootstrap 方法。接下来的一节我将介绍这种方
法，并利用 Bootstrap 方法估计本论文测量的高阶累积量的统计误差。

6.1.1 用 Bootstrap 方法估计统计误差

假设随机变量 X 服从某种分布 F，θ 是 F 中的参数或者是分布的某种数值特征。
当在实验中测量物理量 θ 的值时，由于测量的随机误差等原因，我们无法在实验中

直接获得被测量的真值，只能通过多次测量获得一个样本 X1, X2, ..., Xn，再利用样本

构造一个样本的函数即估计量 θ̂，以此来代替真值。当样本容量趋于无穷，即做无穷

多次测量时，估计量才能在不考虑系统误差时趋于真值，显然我们不能做无穷多次测

量，因而估计量会存在统计误差。通过之前的讨论我们知道，统计误差反应的是测量

的精度，即各测量值之间的离散程度。我们可以使用估计量 θ̂ 的标准差 σθ̂ =

√
D(θ̂)

来度量估计的精度。由于很难知道估计量 θ̂ 的分布，有时甚至不知道 Xi 的分布，因

此不能直接计算标准差
√
D(θ̂)。

假设我们知道总体服从的分布函数 F，可以利用分布函数产生 B 个样本容量为 n
的样本，估计量在每一个样本中分别记为 θ̂1, θ̂2, θ̂2, ..., θ̂B, 带入样本值就可以计算出
估计值。则标准差可以用6.10式来估计，

σ̂θ̂ =

√√√√ 1

B − 1

B∑
i=1

(
θ̂i − θ̄

)2
(6.10)

其中，θ̄ = 1
B

B∑
i=1

θ̂i，6.10式中除以 (B-1) 的原因已经在之前讨论过。

但大多数情况我们并不知道总体的分布函数，否则也不需要用样本来估计总体的

数值特征，如各阶累积量。因此我们不能利用分布函数产生样本。

但是由格里汶科定理知道，对任一实数 x，当 n 充分大时，经验分布函数的任一
个观察值 Fn(x)与总体分布函数 F(x)只有微小的差别，从而可以当作 F(x)使用。设
x1, x2, x3, ..., xn 是来自以 F 为分布函数的样本值，因此我们可以将这些样本值带入
经验分布函数得到一个观察值 Fn(x)，以它来代替 F(x)[99]。然后像之前的操作一样，
在 Fn 中抽取样本容量为 n的样本，这个样本就是 Bootstrap样本。在 Fn 中抽样, 就
是在样本值为 x1, x2, · · · , xn 的原始样本中每次随机有放回的抽取一个个体，一直抽
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取 n个个体，组成一个新的样本。然后重复抽取 B个这样的样本，以此用公式6.10来
估计统计误差。这种估计统计误差的方法就是 Bootstrap 方法 [100-101]。

Bootstrap 方法是一个非常有用的方法，它又称为自助法，其核心思想是，最好严
格从手头的样本中得出关于总体特征的结论，而不是对总体做出不切实际的假设。一

般来说 Bootstrap 方法需要计算机做大量重复性的计算，因此近些年随着计算机计算
能力的增强，Bootstrap 方法得到了更广泛的应用。
接下来我们就使用以上介绍的 Bootstrap 方法来估计累积量以及累积量的比值的

统计误差。

图6.2展示了在金核 + 金核 27 GeV（Run-18）碰撞能量下，中心度为 70-80% 的
200 个 Bootstrap 样本计算出来的估计量（净 Kaon 累积量及其比值）估计值的分布。
蓝色的线是 Bootstrap 样本计算出来的累积量估计值分布的直方图，红色的线是使用
原始样本计算出来的累积量的估计值。有了这 200 个估计值就可以按照之前讨论的
方法利用公式6.10计算出统计误差，统计误差的结果画在了6.2节中。
这里选择 200 个 Bootstrap 样本是因为我们分别研究过使用 50 个 Bootstrap 样

本、100个 Bootstrap样本、200个 Bootstrap样本和 300个 Bootstrap样本，发现当
选 50 个 Bootstrap 样本时得出的结果和 100 个样本相差比较大，100 个样本和 200
个样本已经很接近了，而 200 个 Bootstrap 样本和 300 个 Bootstrap 样本没有明显的
差别。同时考虑到使用 Bootstrap 方法需要用到大量的计算资源，为了兼顾准确性和
计算的速度我们最终选择了抽取 200 个 Bootstrap 样本。
在得到这 200 个 Bootstrap 样本估计值后，我们可以使用之前讨论的方法利用公

式6.10来估算统计误差。用同样的方法估计其它中心度的统计误差。
同样，对于净 Lambda 以及净 (Lambda+Kaon) 我们用相同的方法估计统计误差，

这里把净 Lambda 和净 (Lambda+Kaon) 中心度为 70-80% 的 200 个 Bootstrap 累积
量及其比值的估计值的分布画在了图6.3和图6.4。
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(a) 200 个 Bootstrap 样本的净-K 介子数一阶累积
量分布。

(b) 200 个 Bootstrap 样本的净-K 介子数二阶累积
量分布。

(c) 200 个 Bootstrap 样本的净-K 介子数三阶累积
量分布。

(d) 200 个 Bootstrap 样本的净-K 介子数四阶累积
量分布。

(e) 200 个 Bootstrap 样本的净-K
介子数的 C1/C2 分布。

(f) 200 个 Bootstrap 样本的净-K
介子数的 C3/C2 分布。

(g) 200 个 Bootstrap 样本的净-K
介子数的 C4/C2 分布。

图 6.2: 金核 + 金核 27 GeV（Run-18）碰撞能量下，中心度为 70-80% 的 200 个
Bootstrap 样本的净 Kaon 累积量和累积量的比值的分布。蓝色的线是 Bootstrap 样
本计算出来的累积量估计值分布的直方图，红色的线是使用原始样本计算出来的累

积量的估计值。
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(a) 200 个 Bootstrap 样本的净-Lambda 数一阶累
积量分布。

(b) 200 个 Bootstrap 样本的净-Lambda 数二阶累
积量分布。

(c) 200 个 Bootstrap 样本的净-Lambda 数三阶累
积量分布。

(d) 200 个 Bootstrap 样本的净-Lambda 数四阶累
积量分布。

(e) 200 个 Bootstrap 样本的
净-Lambda 数的 C1/C2 分布。

(f) 200 个 Bootstrap 样本的
净-Lambda 数的 C3/C2 分布。

(g) 200 个 Bootstrap 样本的
净-Lambda 数的 C4/C2 分布。

图 6.3: 金核 + 金核 27 GeV（Run-18）碰撞能量下，中心度为 70-80% 的 200 个
Bootstrap 样本的净-Lambda 累积量和累积量的比值的分布。蓝色的线是 Bootstrap
样本计算出来的累积量估计值分布的直方图，红色的线是使用原始样本计算出来的

累积量的估计值。
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(a) 200 个 Bootstrap 样本的净-(K+Λ) 一阶累积
量分布。

(b) 200 个 Bootstrap 样本的净-(K+Λ) 二阶累积
量分布。

(c) 200 个 Bootstrap 样本的净-(K+Λ) 三阶累积量
分布。

(d) 200 个 Bootstrap 样本的净-(K+Λ) 四阶累积
量分布。

(e) 200 个 Bootstrap 样本的
净-(K+Λ) 的 C1/C2 分布。

(f) 200 个 Bootstrap 样本的
净-(K+Λ) 的 C3/C2 分布。

(g) 200 个 Bootstrap 样本的
净-(K+Λ) 的 C4/C2 分布。

图 6.4: 金核 + 金核 27 GeV（Run-18）碰撞能量下，中心度为 70-80% 的 200 个
Bootstrap 样本的净 (Lambda+Kaon) 累积量和累积量的比值的分布。蓝色的线是
Bootstrap 样本计算出来的累积量估计值分布的直方图，红色的线是使用原始样本计
算出来的累积量的估计值。
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6.1.2 系统误差估计

在本实验分析中，系统误差的来源主要可以分为两类：一类是径迹判选条；另一类

是探测器的效率，由于探测效率的估计具有误差因此也会给实验结果带来误差。带电

粒子的测量和鉴别是通过 STAR 子探测器 TPC 使用适当的径迹筛选条件来完成的，
如拟合用到的击中径迹数 (nFitpoints)、最接近主碰撞顶点的距离 (DCA)、nSigma等
[102]。我们通过改变这些量的不同筛选条件来选择数据样本。这些径迹质量筛选条件
在对 K+ 和 K− 计数时起到相当重要的作用，而我们要利用 K+ 和 K− 的数目来计

算净 Kaon 分布的数值特征。在本分析中默认筛选条件的显著变化会导致净 Kaon 累
积量最终结果的明显改变。因此在做系统误差时，需要改变默认的筛选条件，这些改

变后的筛选条件如何选取需要一定的讲究，在选择用于系统误差估计的不同径迹质

量筛选条件时，为了使系统误差的估计结果是无偏的，我们选择的那些筛选条件应该

和默认的筛选条件比较接近 [22]。

重建 Lambda 所用到的质子和 π 介子的筛选条件以及 Lambda 的拓扑筛选条件
也是系统误差的重要来源，同样 Lambda 质量窗口的选择也是系统误差的一个重要
来源。PDG 上 Lambda 的质量为 1.11568GeV /c2，但对于寿命相对较短的粒子，由

于不确定性原理，质量没有确定值而是在一个区间上分布。因此，Lambda 质量区间
的选择也决定了 Lambda 粒子的数量，从而决定了各阶累积量的值。我们将 Lambda
质量窗口的选择对累积量的影响纳入了系统误差。

令一方面，根据 embedding 样本估计的效率也并不是完全精确的，总体上效率有
大约 5% 的变化范围。这种变化也包含在累积量分析的系统误差中。在这种情况下，
我们选择每个中心度的效率变化为默认值的 ±5%。下面列出了要改变的不同物理量
以及它们的取值：

• DCA < 0.8, 0.9, 1.0 (默认), 1.1, 1.2.

• nFitPoints > 13, 14, 15(默认), 16, 17.

• nSigma > 1.8, 1.9, 2.0(默认), 2.1 2.2.

• Lambda 拓扑筛选条件: 质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近的距离（DCApπ）

<0.5, 0.55, 0.6(默认)，0.65，0.7.

• Lambda 拓扑筛选条件: 质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）>0.4,
0.45, 0.5(默认)，0.55，0.6.
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• Lambda拓扑筛选条件:π介子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）>1.3,
1.4, 1.5(默认)，1.6，1.7.

• 重建 Lambda 时所用质子筛选条件 |nσp| < 1.5, 2.0(默认)，2.5.

• 重建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ| < 1.5, 2.0(默认)，2.5.

• Lambda 质量窗口: 1.11 < mΛ < 1.12 GeV /c2, 1.112 < mΛ < 1.12 GeV /c2(默
认), 1.11168 < mΛ < 1.11968 GeV /c2.

• Kaon 和 Lambda 的效率: 改变 +5% 和 -5%.

总的系统误差由以下公式估计 [22]：

σsys = |Ydef|
√∑

j

R2
j , Rj =

√√√√ 1

nj

∑
i

[
Yi,j − Ydef

Ydef

]2
(6.11)

其中 Ydef 表示累积量的默认值，即在我们分析所用的筛选条件下计算出来的值。Yi,j
表示第 j 个误差来源的第 i 个筛选条件变化值时累积量的值。j 表示系统误差的不同
来源，j 的取值为刚才所列的 DCA、nFitPoints、nSigma、Lambda 的拓扑筛选条件、
Lambda 质量窗口和效率等，i 表示某个来源的不同取值，对于第 j 个来源取了 nj 个

不同的变化值。我们首先计算由每个误差来源引起的系统误差 Rj，然后将它们的平

方相加，最后取平方根得到系统误差。

为了观察每个误差源的不同筛选条件对各阶累积量测量结果的影响，我把每个误

差源的不同筛选条件下的各阶累积量的结果画了出来。图6.5是不同系统误差来源时
不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda)的一阶累积量的值，四个不同的版面对应于不
同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和 Nsigma。不同颜色的标号对应不
同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。

图6.12, 图6.6和图6.7分别是二阶累积量、三阶累积量和四阶累积量的情况。
图6.8到图6.11展示了由于 Lambda的筛选条件引起的系统误差。从图6.8到图6.11分

别是净-(Kaon+Lambda)的一阶累积量到四阶累积量的值。每个图中不同的版面对应
不同的系统误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近的距离（DCApπ）、

质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺旋线到主碰撞顶点的最

近的距离（DCAπ）、重建 Lambda 时所用质子筛选条件 |nσp|、重建 Lambda 时所用
π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其
中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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我们使用相同的方法来计算净-(Kaon+Lambda) 累积量比值的系统误差。图6.13,
图6.14和图6.15是改变 DCA、nFitPoints、效率和 Nsigma 时引起的系统误差，这三
个图分别对应着 C1/C2, C3/C2 和 C4/C2。图6.16到图6.18 展示了由于 Lambda 的
筛选条件引起的系统误差。每个图中不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子

螺旋线到 π 介子螺旋线最接近的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的

距离（DCAp）、π 介子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda
时所用质子筛选条件 |nσp|、重建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质
量窗口。这三个图分别对应着 C1/C2, C3/C2 和 C4/C2。
从各个图中可以直观的看出各个系统误差来源对测量结果的影响，以及对系统误

差贡献的大小，比较明显的是重建 Lambda 时所用质子和 π 介子筛选条件对测量结

果的影响较大，它们是系统误差的主要来源。我把系统误差的估计结果画在了6.2小
节。

图 6.5: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的一阶累积量
的值，四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和
Nsigma。不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下
的值。
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图 6.6: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的三阶累积量
的值，四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和
Nsigma。不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下
的值。

图 6.7: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的四阶累积量
的值，四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和
Nsigma。不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下
的值。
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图 6.8: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的一阶累积量的
值，六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最

接近的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺

旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda时所用质子筛选条件 |nσp|、
重建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对
应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.9: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的二阶累积量的
值，六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最

接近的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺

旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda时所用质子筛选条件 |nσp|、
重建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对
应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.10: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的三阶累积量的
值，六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最

接近的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺

旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda时所用质子筛选条件 |nσp|、
重建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对
应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.11: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的四阶累积量的
值，六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最

接近的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺

旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda时所用质子筛选条件 |nσp|、
重建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对
应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.12: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的二阶累积量
的值，四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和
Nsigma。不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下
的值。

图 6.13: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的 C1/C2 的值，
四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和 Nsigma。
不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.14: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的 C3/C2 的值，
四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和 Nsigma。
不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。

图 6.15: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的 C4/C2 的值，
四个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是 DCA、nFitPoints、效率和 Nsigma。
不同颜色的标号对应不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的比值。
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图 6.16: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的 C1/C2 的值，
六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近

的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺旋线

到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda 时所用质子筛选条件 |nσp|、重
建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对应
不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.17: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的 C3/C2 的值，
六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近

的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺旋线

到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda 时所用质子筛选条件 |nσp|、重
建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对应
不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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图 6.18: 不同系统误差来源时不同筛选条件下的净-(Kaon+Lambda) 的 C4/C2 的值，
六个不同的版面对应于不同的误差来源，分别是质子螺旋线到 π 介子螺旋线最接近

的距离（DCApπ）、质子螺旋线到主碰撞顶点的最近的距离（DCAp）、π 介子螺旋线

到主碰撞顶点的最近的距离（DCAπ）、重建 Lambda 时所用质子筛选条件 |nσp|、重
建 Lambda 时所用 π 介子筛选条件 |nσπ|、Lambda 质量窗口。不同颜色的标号对应
不同的筛选条件，其中红色的标号是默认筛选条件下的值。
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6.2 高阶累积量的测量结果与讨论

净电荷、净质子和净 Kaon多重数分布的累积量分别与净电荷数、净重子数和净奇
异数的感受系数有关。然而在相对论重离子碰撞中，相对于净 Kaon 或者净 Lambda，
净 (Lambda+Kaon)多重数分布的累积量对净奇异数感受系数更加敏感，它比单独选
取净 Kaon 或者净 Lambda 能更全面反映净奇异数的涨落。因此，它可以为研究相对
论重离子碰撞中味道依赖的化学冻出参数提供一种视角。我们使用 2018 年采集的数
据计算了在

√
sNN = 27 GeV 金核 + 金核碰撞中的高阶（一阶至四阶）累积量及其

比值。

首先，再重新介绍一下净 Kaon(Net-K)、净 Λ(Net-Λ) 和和净 (K+Λ)(Net-(K+Λ))
的定义。我们都知道 K+ 包含 u 夸克和 s̄ 夸克，K− 包含 ū 夸克和 s 夸克。s̄ 夸克的
奇异数是 +1,s 夸克的奇异数是-1。所以 K+ 的奇异数是 +1，K− 的奇异数是-1。我
们要计算净 s̄ 数，因此，我们将 Net-K 定义为 K+ −K−。类似地，Λ 包含 u 夸克、
d 夸克和 s 夸克，Λ̄ 包含 ū 夸克、d̄ 夸克和 s̄ 夸克。所以 Λ 的奇异数是-1，Λ̄ 的奇异

数是 +1。因此，将净-Λ 定义为 Λ̄− Λ。

对于 Net-(Λ+K)，我们应该注意，用 K+ 与 Λ̄的和减去 K− 与 Λ的和。这是因为

K+ 与 Λ̄都包含 s̄夸克，它们的奇异数都是 +1；K− 与 Λ都包含 s夸克，它们的奇异
数都是-1。我们想要计算净 s̄，因此，我们将 Net-(Λ+K)定义为 (K++Λ̄)−(K−+Λ)。

在表6.1中列出了粒子的夸克组成和奇异数。

表 6.1: 夸克组成与粒子奇异数

粒子种类 夸克组成 奇异数

K+ u,s̄ +1

K− ū,s -1

Λ u,d,s -1

Λ̄ ū,d̄,s̄ +1

在表6.2中列出了净-K, 净-Λ 和净-(Λ +K) 的定义，其中，NK+ 表示 K+ 粒子的

总数。为了简单起见，本论文中有时会将 NK+ 缩写为 K+，将 NΛ 缩写为 Λ 等等。

经过分析计算并做了效率修正和中心度宽度修正，同时估计了统计误差和系统误

差我们得到了最终的结果。图6.19、图6.20和图6.21分别是净 Kaon、净 Lambda 和净
(Lambda+Kaon) 的前四阶累积量作为中心度的函数。分析所用到的相空间为横动量
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表 6.2: 净守恒荷的定义

净守恒荷 定义

净-K NK+ −NK−

净-Λ NΛ̄ −NΛ

净-(Λ +K) (NK+ +NΛ̄)− (NK− +NΛ)

区间 0.4<pT<1.6 GeV/c 且快度区间 |y|<0.5。
图中 <Npart>的最小值对应中心度为 70-80%，<Npart>的最大值对应中心度为

0-5%，以此类推，金核 + 金核 27 Gev(Run-18) 能量下不同中心度与 <Npart> 以及
RefMult2 取值范围之间的对应关系列在了表4.6。图中实心圆表示累积量的值，直线
表示统计误差，方框表示系统误差，粉红色的带是 UrQMD 模型的计算结果。

图 6.19: 净 Kaon 的前四阶累积量，四个不同的版面对应不同的阶累积量。实心圆表
示累积量的值，直线表示统计误差，方框表示系统误差，粉红色的带是 UrQMD模型
的计算结果。

图6.19是净 Kaon多重数分布的前四阶累积量，从左到右分别是 C1 到 C4，这四个

累积量都是用来描述净 Kaon多重数分布情况的。对于净 Kaon来说，随着 <Npart>
增大，即越靠近最中心碰撞 C1（即平均值）越大，这说明越靠近最中心碰撞沉积的

能量越大，产生的奇异粒子越多。同样，越靠近最中心碰撞 C2 越大，这说明越靠近

最中心碰撞净 Kaon 多重数分布越宽，可以这样理解，由于越靠近中心碰撞可以产生
越多的粒子数目，因此净 Kaon 的数目可以达到更大的范围，因此越最中心碰撞的净
Kaon 多重数分布越宽。
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C3 和分布的偏度相关，C4 和分布的峰度相关，当净 Kaon 多重数分布为高斯分
布时，C3 和 C4 的值为 0，其值偏离 0 越远说明分布越偏离高斯分布，当最中心碰撞
时，C3 和 C4 的值比较大，说明此时净 Kaon 多重数分布具有非高斯形状。C3 和 C4

的值同时也暗示着分布的对称性，C3 和 C4 的值越接近于 0 分布越对称，可以看出
边缘碰撞的值更小、更接近于 0，这表明边缘碰撞时净 Kaon 多重数分布更加对称。

可以这样理解累积量的中心度依赖性：在任意给定的中心度下，粒子产生可以被

视为几个相互独立源的叠加，而源的数量与 <Npart> 成正比, 这意味着随着系统体
积的增加，<Npart>呈线性增加。这反映了累积量是与系统体积成正比的广延量，表
明体积效应主导了累积量的值。

图 6.20: 净 Lambda 的前四阶累积量，四个不同的版面对应不同的阶累积量。实心圆
表示累积量的值，直线表示统计误差，方框表示系统误差，粉红色的带是 UrQMD模
型的计算结果。

与图6.19类似，图6.20是净 Lambda 的前四阶累积量作为中心度的函数。这里需
要注意一下净 Lambda 的定义 Λ̄ − Λ，所以 C1 是负值，这表明 Λ 的产额比 Λ̄ 多。

可以看出净 Lambda 多重数分布随中心度的变化与净 Kaon 类似，前四阶累积量都
是随 <Npart> 呈线性增加，尤其是 C1 和 C2。对于 C3 和 C4，整体的趋势也是随

<Npart>呈线性增加，但 C3 和 C4 更加敏感，波动性更大，当 <Npart>更大时（更
中心的碰撞），事例数变少，出现了波动，不过在误差范围内还是线性增加。造成这

种情况的原因和之前介绍净 Kaon 的情况一致，是因为粒子产生可以被视为几个相
互独立的源的叠加，而源的数量与 <Npart> 成正比, 这意味着随着系统体积的增加，
<Npart> 呈线性增加。

图6.21是净 (Lambda+Kaon) 的前四阶累积量，C1
Λ+K 随 <Npart> 的增加整体上

呈线性增加，且其值为正值，这表明净 Kaon 的产额比净 Lambda 的产额要多，说明
此时 K 介子占支配地位而不是 Λ 超子，这明显与 UrQMD 的结果不相符，就像在用
UrQMD 模型计算高阶累积量那一章中所提到过的, 这种差异可能是由于 UrQMD 模
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图 6.21: 净 (Lambda+Kaon) 的前四阶累积量，四个不同的版面对应不同的阶累积
量。实心圆表示累积量的值，直线表示统计误差，方框表示系统误差，粉红色的带是

UrQMD 模型的计算结果。

型中的高质量共振粒子衰变产额与实验数据不一致引起的，在 UrQMD 模型事例中
包含了高质量共振态的衰变道，或者是由于 UrQMD 模型中不包含介质修正效应引
起的。C1 的变化趋势和 C3 比较类似，而 C2 和 C4 作为 <Npart> 的函数具有相似
的值。

通过以上对累积量的讨论，我们知道累积量是与系统体积成正比的广延量，体积

效应主导了累积量的值。为了消除体积效应并获得微观视角，我们在图6.22、图6.23和
图6.24 分别计算出了净 Kaon、净 Lambda 和净 (Lambda+Kaon) 的累积量的比值随
中心度的变化。每个图中从左到右分别是 C1/C2、C3/C2 和 C4/C2，如之前公式3.30所
讨论的，他们等于矩和偏度以及峰度的乘积，分别是 M/σ2、Sσ 和 κσ2。

这里的相空间和计算累积量时相同，即横动量区间 0.4<pT<1.6 GeV/c且快度区间
|y|<0.5。同样做了效率修正和中心度宽度修正，需要注意的是由于中心度宽度修正，
这里的比值并不是直接把图6.19到图6.21中的累积量相除，而是先在每个 RefMult2上
算出累积量的比值，然后再以每个 RefMult2 上的事例数为权重做加权平均，从而算
出累积量的比值。

先来看图6.22, 这是净 Kaon 累积量的比值，存在中心度依赖关系，尤其是对于
C4/C2 较为明显，这可能是由于不同中心度的体积波动造成的，虽然比值消除了体积

效应，但体积波动依然存在。同时我们也把 UrQMD的计算结果放在了图中，可以看
出 UrQMD的计算结果与实验数据不能很好地符合，尤其对于 C1/C2。这种不相符可

能是由于 UrQMD 模型中不包含介质修正效应造成的。

图6.23和图6.24分别是净 Lambda 累积量的比值和净 (Lambda+Kaon) 累积量的
比值，与净 Kaon的情况类似，C1/C2、C3/C2 和 C4/C2 对碰撞中心度存在依赖关系。

同时 UrQMD的计算结果与实验数据不能很好地符合，尤其对于 C1/C2，这种不相符
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图 6.22: 净 Kaon 累积量的比值，四个不同的版面分别对应不同阶累积量的比值。实
心圆表示累积量比值的值，直线表示统计误差，方框表示系统误差，粉红色的带是

UrQMD 模型的计算结果。

图 6.23: 净 Lambda 累积量的比值，四个不同的版面分别对应不同阶累积量的比值。
实心圆表示累积量比值的值，直线表示统计误差，方框表示系统误差，粉红色的带是

UrQMD 模型的计算结果。
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图 6.24: 净 (Lambda+Kaon) 累积量的比值，四个不同的版面分别对应不同阶累积量
的比值。实心圆表示累积量比值的值，直线表示统计误差，方框表示系统误差，粉红

色的带是 UrQMD 模型的计算结果。

可能是由于 UrQMD 模型中不包含介质修正效应，或者是高质量共振粒子衰变到 Λ

的产额与实验不同造成的。
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第七章 总结与展望

7.1 总结

本论文使用净 (K+Λ) 两个粒子的组合代表净奇异数，它比单独选取净 K 或者净
Λ 作为净奇异数的代表能更全面反映净奇异数的涨落。结合已有的 track-by-track 方
法进行效率修正，计算了 STAR 实验 √

sNN=27 GeV 金核 + 金核碰撞中净 (K+Λ)
多重数分布的高阶 (1 至 4 阶) 累积量以及它们的比值。在分析中对于 Λ 粒子、K 介
子和它们的反粒子，我们选取的相空间是横向动量区间为 0.4 到 1.6GeV/c 且快度区
间为 |y|<0.5。在测量过程中为了减少自相关效应带来的影响，我们使用 RefMult2来
划分中心度；为了抑制中心度宽度效应，在分析的过程中做了中心度宽度修正；并使

用 Bootstrap 方法估算了统计误差且对系统误差也做了估计。
同时，本论文也用 UrQMD 模型计算了金核 + 金核碰撞中不同碰撞能量下净

(K+Λ) 多重数分布的累积量以及累积量的比值，以此作为实验的基线，对以后其它
碰撞能量下累积量的实验测量也具有一定的参考意义。

由此构建了一个完整的分析框架，并完成了 STAR实验上 √
sNN=27 GeV金核 +

金核碰撞中净 (K+Λ) 多重数分布的高阶累积量的测量。利用这个框架可以计算任意
多个粒子组合的高阶累积量，并且可以直接用来分析其它碰撞能量的高阶累积量，由

于 QCD 相变临界点的特征信号就是净守恒荷分布的累积量的比值随碰撞能量具有
非单调的行为，因此测量不同碰撞能量下净 (K+Λ) 多重数分布的高阶累积量，可以
用来寻找 QCD 相变临界点。净 (K+Λ) 多重数分布的高阶累积量还可以用来抽取奇
异数化学冻出参数。在本论文中也分别测量了净 K和净 Λ多重数分布的高阶累积量，

分别用它们来抽取化学冻出参数，可以研究化学冻出参数对不同粒子的依赖关系。

通过测量我们发现无论是净 (K+Λ)、净 K 或者净 Λ 前四阶累积量都是随着

<Npart> 的增加线性增加的。可以这样理解累积量的中心度依赖性：在任意给定
的中心度下，粒子产生可以被视为几个相互独立源的叠加，而源的数量与 <Npart>
成正比, 这意味着随着系统体积的增加，<Npart> 呈线性增加。可以知道累积量是与
系统体积成正比的广延量。而累积量的比值显示出对碰撞中心度的依赖关系，这是由

于体积波动引起的。

对于净 Λ，一阶累积量的值在不同碰撞中心度下都是负值，这说明在不同中心度

下 Λ 的产额都比 Λ̄ 多。对于净 (K+Λ)，一阶累积量为正值，这表明净 K 的产额比
净 Λ 的产额多。二阶累积量描述分布的离散程度，通过测量可以看出净 Λ、净 K 和
净 (K+Λ) 的二阶累积量都是随着 <Npart> 增加而增加，这表明越靠近中心碰撞它
们的分布越离散。
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三阶累积量和分布的偏度有关，四阶累积量和分布的峰度相关，当分布为高斯分

布时，C3 和 C4 的值为 0，其值偏离 0 越大说明分布越偏离高斯分布。对于净 Λ、净

K 和净 (K+Λ) 多重数分布，当最中心碰撞时，C3 和 C4 的值比较大，说明此时分布

具有非高斯形状。C3 和 C4 的值同时也暗示着分布的对称性，C3 和 C4 的值越接近

于 0 分布越对称，可以看出边缘碰撞的值更小、更接近于 0，这表明边缘碰撞时分布
更加对称。

通过 UrQMD 模型与实验的比较发现，UrQMD 模型不能很好的描述实验测量的
高阶累积量的结果，这可能是由于 UrQMD 模型中不包含介质修正效应或者是由于
UrQMD 模型中的高质量共振粒子衰变产额与实验数据不一致引起的，关于这个问题
我们还在进一步的研究中。

7.2 展望

本论文只测量了 STAR 实验 √
sNN=27 GeV 金核 + 金核碰撞中净 Λ、净 K 和净

(K+Λ) 多重数分布的累积量及其比值对中心度的依赖关系，下一步还可以继续研究
累积量对不同相空间的依赖关系，如横动量，快度等。

我们知道 RHIC 能量扫描计划的主要目标是探索 QCD 相图并寻找 QCD 相变临
界点，临界点的特征信号就是净守恒荷分布的累积量的比值随碰撞能量具有非单调

的行为，本论文用净 (K+Λ) 代表净奇异数，因此测量不同碰撞能量下净 (K+Λ) 多
重数分布的高阶累积量，可以用来寻找 QCD 相变临界点，这自然是接下来要进行的
工作。

随着 RHIC 能量扫描计划二期实验的结束，STAR 已经采集了碰撞能量低于 27
GeV 的实验数据，如 19.6 Gev(Run-18)、17.3 GeV(Run-21)、14.6 Gev(Run-18)、11.5
GeV(Run-20)、9.2 GeV(Run-20)、7.7 GeV(Run-21)[31]。人们普遍预测 QCD 相图中
的相变临界点会出现在这个区域，且之前对净质子多重数分布的高阶累积量的测量

结果表明在 3GeV 以上 C4/C2 显示出对能量的非单调依赖 [29]。
因此下一步计划测量 RHIC能量扫描计划二期采集的不同碰撞能量下的净 (K+Λ)

多重数分布的累积量以及它们的比值，把这些测量结果与本论文的实验测量结果结

合起来研究累积量的比值对能量的依赖关系就变得非常有意义。同时可以挑选一些

其它更敏感的粒子或几种粒子的组合来测量不同碰撞能量下它们的多重数分布的累

积量以及累积量的比值。
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